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1 
Аннотация. Актуальность и цели. В динамическом моделировании конкурентного 
взаимодействия в разных областях актуально применение систем обыкновенных 
дифференциальных уравнений с параметрами. Исследование двумерных систем, ис-
пользуемых в таких моделях, подробно разработано и отражено в научной литерату-
ре. Изучение систем большей размерности часто проводится методами численного 
анализа, в литературе отражены сложности изучения таких систем классическими 
методами качественной теории дифференциальных уравнений. Целью данной работы 
является изучение методами качественной теории трехмерной системы, применяемой 
для моделирования взаимодействия трех конкурирующих групп. Материалы и ме-
тоды. Дан обзор научных работ о применении систем обыкновенных дифференци-
альных уравнений для моделирования динамики конкуренции. Рассматривается 
трехмерная автономная система обыкновенных дифференциальных уравнений с ше-
стью параметрами на инвариантном треугольнике частот. Определены понятия обла-
стей приближения (удаления) особых точек системы. Рассматривая пересечения тре-
угольника частот с поверхностями уровня специально подобранных функций, разби-
ваем его на области приближения (удаления) для каждой особой точки, расположен-
ной на его сторонах, но не в вершинах. Результаты. Найдены уравнения границ об-
ластей приближения (удаления) указанных особых точек, зависящие от параметров 
системы. Доказаны теоремы, описывающие взаимное расположение границ постро-
енных областей и особых точек системы. Рассмотрен численный пример со значени-
ями коэффициентов системы, основанными на данных лингвистической задачи. Он 
иллюстрирует разработанный метод анализа фазового портрета. Выводы. Разрабо-
танный и теоретически обоснованный метод позволяет уточнять детали фазового 
портрета изучаемой системы без ее аналитического или численного решения. 
Ключевые слова: обыкновенные дифференциальные уравнения, автономная трех-
мерная система, динамическое моделирование конкуренции, фазовый портрет 
Для цитирования: Бортковская М. Р. Исследование фазового портрета системы 
дифференциальных уравнений, моделирующей конкурентное взаимодействие //  
Известия высших учебных заведений. Поволжский регион. Физико-математические 
науки. 2024. № 1. С. 5–16. doi: 10.21685/2072-3040-2024-1-1 
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Researching the phase portrait for a differential equations  
system modelling competitive interaction 

M.R. Bortkovskaya 
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Abstract. Background. Applying parametric systems of ordinary differential equations to 
the dynamic modelling of competitive interaction is of current interest. There are lots of 
publications dedicated to two-dimensional systems in this connection. Investigation of 
higher-dimensional system often demands the methods of numerical analysis; actual scien-
tific literature represents some difficulties in applying classic methods of qualitative theory 
to higher-dimensional systems. The purpose of this article is to study a 3-dimentional sys-
tem being applied for modelling of three competing groups interaction, just by the qualita-
tive theory method. Materials and methods. A review of publications about differential 
equations in competition dynamics modelling is done. We consider a 6-parametric 3-
dimentional system on the invariant triangle of frequencies. Definitions of approaching and 
retiring areas of singular points of the system are formulated. Through consideration of lev-
el surfaces of specially constructed functions, we demonstrate how to find out whether an 
arbitrary point of the frequency triangle belongs to approaching or retiring areas relatively 
to all singular points located on the triangle sides (but not at its apexes). Results. The equa-
tions of the bounds of these areas have been derived. Some theorems describing mutual 
disposition of those curves (approaching-retiring areas bounds) and singular points of sys-
tem are proved. A numeric example is given to illustrate the theoretical results. This exam-
ple is based on linguistic problem data. Conclusions. The developed and theoretically 
grounded method allows to precise phase portrait of the system under consideration without 
solving analytically nor numerically.  
Keywords: ordinary differential equations, аutonomous 3 -dimensional system, dynamic 
modelling of competition, phase portrait 
For citation: Bortkovskaya M.R. Researching the phase portrait for a differential equations 
system modelling competitive interaction. Izvestiya vysshikh uchebnykh zavedeniy.  
Povolzhskiy region. Fiziko-matematicheskie nauki = University proceedings. Volga region. 
Physical and mathematical sciences. 2024;(1):5–16. (In Russ.). doi: 10.21685/2072-3040-
2024-1-1 

Введение 

Рассматривается система трех дифференциальных уравнений вида 

 ( )( ) ,T
i i ix x Ax x Ax= ⋅ −  1,2,3,i =   (1) 

где 
0 α β
γ 0 δ
ε ζ 0

A
 
 =  
 
 

 – постоянная матрица; 
1

2

3

( )
( ) ( )

( )

x t
x t x t

x t

 
 =  
 
 

 – искомая вектор-

функция.  
Система вида (1) рассмотрена в книге [1] как пример динамической мо-

дели конкуренции трех групп в пределах одной популяции. Также система 
вида (1) использована автором данной статьи для моделирования конкурен-
ции в языке [2]. Система (1) рассматривается на инвариантном треугольнике 
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частот 
3

1
1; 0, 1,2,3i i

i
D x x i

=

  = = ≥ = 
  
 , здесь ( )ix t  – относительная частота  

в популяции представителей i -й конкурирующей группы в момент времени t . 
Элементы матрицы A  являются параметрами задачи, определяемыми из эм-
пирических соображений, а множество систем вида (1) с произвольными зна-
чениями параметров рассматривается как 6-параметрическое семейство си-
стем. В книге [1] идея построения фазового портрета системы вида (1) пока-
зана на числовом примере моделирования конкуренции. Согласно модели, 
представленной в [1], считаем диагональные элементы матрицы A  нулевыми 
и используем инвариантность D  относительно системы (1), которую можно 
проверить непосредственно [2]. Данная работа посвящена качественному ис-
следованию системы (1) в зависимости от значений параметров α, β, γ, δ, ε, ζ . 

Актуальность исследования системы (1) методами качественной тео-
рии дифференциальных уравнений следует из общих тенденций динамиче-
ского моделирования конкурентных процессов в разных областях, широко 
представленного в научной литературе. Так, в статьях [3–11] системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений используются для моделиро-
вания конкуренции в экономике, социологии, информатике, популяционной 
динамике. Рассмотренные в статьях [3–8] двумерные системы успешно ана-
лизируются классическими методами исследования систем дифференци-
альных уравнений (например, первым методом Ляпунова [5], методами би-
фуркационного анализа [7]), а также с помощью операционного исчисления 
[8]. В работах [3–8] рассмотрение двумерных моделей проводится без ис-
пользования численного анализа. В статье [3] применяется двумерная мо-
дельная система из книги [1], откуда взята трехмерная популяционная мо-
дель, изучаемая нами. Также в статье [3] отмечены сложности, возникаю-
щие при переходе от двумерных систем к системам большей размерности.  
В работах [9, 10] анализируются системы дифференциальных уравнений 
размерности 3, моделирующие динамику конкуренции, к этим системам 
применяются методы численного анализа. В статье [9] применяется метод 
Рунге – Кутта четвертого порядка для системы третьего порядка. В статье 
[10] к системе третьего порядка применен численный анализ, а двумерная 
система изучается точными методами качественной теории. В статье [11] 
параметрические семейства динамических систем третьего и четвертого по-
рядка рассматриваются для отдельных числовых значений параметров. Об-
зор литературы показывает, во-первых, что для моделирования конкурен-
ции часто применяются системы обыкновенных дифференциальных урав-
нений второго и третьего порядка; во-вторых, что для таких систем третьего 
порядка, в отличие от «плоских» систем, методы качественной теории диф-
ференциальных уравнений представляют сложности и применяются реже 
численных методов. Настоящая статья посвящена развитию и применению 
качественного метода исследования для системы третьего порядка. Несмот-
ря на то, что система рассмотрена на плоскости, для системы вида (1) ока-
зывается удобным не переходить к двумерной системе исключением одной 
из координат, а рассматривать систему третьего порядка, обобщая идею из 
книги [1]. Важно заметить, что в [1] система (1) используется для модели-
рования динамики популяции; в работах [3, 5, 10] модели популяционной 
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динамики успешно адаптированы для моделирования конкуренции в разных 
областях, что говорит о прикладной перспективности нашей работы. 

1. Постановка задачи 
Дадим определения областей приближения к особым точкам и удале-

ния от них для особых точек системы (1), находящихся на сторонах тре-
угольника частот; получим уравнения границ областей приближения (удале-
ния) и исследуем геометрическое расположение найденных кривых относи-
тельно особых точек системы (1).  

Цель работы: уточнить фазовый портрет системы (1) на треугольнике 
частот; для этого необходимо найти кривые, разделяющие области притяже-
ния и отталкивания особых точек, расположенных на сторонах треугольника 
D , но не в его вершинах. 

2. Особые точки системы (1) 
Особые точки системы (1) найдены в работе [2]. Вершины инвариант-

ного треугольника частот D  являются особыми точками системы (1) при лю-
бых значениях параметров. Эти особые точки всегда сложные (матрица лине-
аризованной системы в этих точках имеет по крайней мере одно нулевое соб-
ственное число). На стороне треугольника частот 3 1 2{ 0, 1, 0,ix x x x= + = >  

1,2}i =  в случае, когда αγ 0> , имеется особая точка 1
α γ, ,0

α+γ α+γ
M  

 
 

. Она 

простая (седло либо узел), если γζ+αε-αγ 0≠ . Если αγ 0= , 2 2α +γ 0≠ , то эта 
особая точка сложная и совпадает с вершиной треугольника частот. Если 
αγ 0<  или 2 2α +γ 0= , то на соответствующей стороне треугольника D  так-
же нет особых точек системы (1), за исключением вершин треугольника. На 

других двух сторонах треугольника имеются особые точки 2
β ε;0;

β+ε β+ε
M

 
 
 

 

и 3
δ ζ0; ;

δ+ζ δ+ζ
M

 
 
 

. Стороны треугольника D  являются инвариантными 

множествами системы (1), и на них легко из вида правых частей системы (1) 
определить направления движения.  

Для отыскания особых точек внутри треугольника D  достаточно уста-
новить, имеет ли алгебраическая система, полученная приравниванием нулю 
правых частей системы (1), решения 1 2 3( , , )x x x    такие, что точка 1 2 3( , , )N x x x    – 
внутренняя точка D , и найти их.  

3. Границы областей приближения к особым точкам  
и удаления от особых точек системы (1), расположенных  
на сторонах треугольника частот, но не в его вершинах 

Определение 1. Пусть { }, 0 ,Cl C C′< <  где значение C′  конечно или 
бесконечно, – непрерывное однопараметрическое семейство кривых, лежа-
щих в треугольнике частот D  и таких, что через каждую внутреннюю точку 
D  проходит ровно одна кривая семейства. Пусть P  – особая точка системы 
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(1), расположенная на границе треугольника D , и имеет место следующее: 

каждый луч, исходящий из точки P , лежащий в плоскости 
3

1
1i

i
x

=
=  и 

направленный внутрь D , пересекает каждую кривую Cl  ровно в одной точке, 
причем значения C , соответствующие пересекаемым лучом кривым, меня-
ются вдоль луча строго монотонно. Тогда семейство кривых { }Cl  будем 
называть правильным по отношению к особой точке P . 

Определение 2. Пусть точка P  и семейство кривых { }Cl  таковы, как  
в определении 1. Пусть для определенности при движении вдоль каждого лу-
ча, исходящего из точки P , значения C  строго убывают. Рассмотрим точку 
T  внутри D , она лежит на некоторой (единственной) кривой { }0C Cl l∈ . 
Пусть траектория системы (1), проходящая через точку T , имеет участок d , 
содержащий внутри точку T  и такой, что при движении по этому участку 
траектории в соответствии с системой (1) значения C  при пересечении d   
c кривыми { }Cl  строго возрастают. Тогда точку T  назовем точкой прибли-
жения к особой точке P  относительно правильного семейства кривых { }Cl  
(в этом определении, очевидно, можно поменять местами убывание и возрас-
тание параметра C  вдоль произвольного луча, исходящего из P , и вдоль 
участка траектории, проходящей через T , соответственно). 

Аналогично определим точку удаления от особой точки P  относитель-
но семейства кривых { }Cl : оба выделенных в определении 2 слова в этом 
случае должны обозначать одинаковый характер монотонности. 

Определение 3. Плоскую область G D⊂ , состоящую из точек при-
ближения к особой точке P  (удаления от P ) относительно правильного се-
мейства кривых { }Cl , назовем соответственно областью приближения (уда-
ления) точки P  относительно этого семейства кривых. 

Теорема 1. Пусть 1Γ  – пересечение треугольника частот D  с кривой 

1Γ , лежащей в плоскости 
3

1
1i

i
x

=
= , и такой, что ее проекция на плоскость 

1 2x Ox  задается уравнением второго порядка 

2 2
1 2 1 2( ) ( ) ( )x x x xβ + ε + δ + ζ + −α +β − γ + δ + ε + ζ +  

2 2
1 2( ) ( ) 0x x

   γ − αβ − γδ α −αβ − γδ αβ + γδ+ − β + ε + − δ + ζ + =      α + γ α + γ α + γ   
. 

Тогда кривая 1Γ  разделяет область приближения и область удаления 

особой точки 1
α γ, , 0

α+γ α+γ
M  

 
 

 (при αγ 0> ) системы (1) на треугольнике D  

относительно некоторого правильного семейства кривых, если только данное 
уравнение второго порядка не задает прямую, точку или пустое множество. 
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Доказательство. Рассмотрим функцию 1 2 1 2( , )u x x x x
α γ
α+γ α+γ= ⋅  пере-

менных 1 2 3, ,x x x  (фактически зависящую только от 1 2,x x ). Для функции од-
ной переменной 1 1 1 1( ) ( ,1 ), (0;1),g x u x x x= − ∈  легко убедиться, что при лю-

бом знаке α + γ  она в точке 1x
α=

α + γ
 имеет максимум maxC g  α=  α + γ 

, 

слева от этой точки функция 1( )g x  возрастает, справа убывает; плоская кри-
вая 1 2 max( , )u x x C=  касается отрезка { }1 2 11; 0 1x x x+ = ≤ ≤  в точке 

, α γ
 α + γ α + γ 

. Из уравнений кривых 1 2( , ) ,u x x C=  max0 ,C C< <  очевидно, 

что дуга каждой из них между двумя точками пересечения данной кривой с от-
резком { }1 2 11; 0 1x x x+ = ≤ ≤  лежит в треугольнике 1 2 1 2{ 0, 0, 1}x x x x> > + < . 
Линии пересечения поверхностей уровня 1 2 max( , ) , 0 ,u x x C C C= < <  с тре-
угольником D  образуют правильное семейство кривых по отношению к осо-
бой точке 1M , и чем больше значение C , тем кривая 1 2( , )u x x C=  ближе  
к точке 1M . 

Найдем производную функции 1 2( , )u x x  в силу системы (1): 

( )1 2( ) ( ) ( ) Tuu Ax Ax x Ax= α + γ − α + γ
α + γ

 . Внутри D  выражение 1 2( , )u x x
α + γ

 

имеет постоянный знак, и знак выражения 1 2( ) ( ) ( ) TAx Ax x Axα + γ − α + γ  в 
произвольной внутренней точке D  говорит о том, происходит ли движение 
по траектории системы (1) в этой точке в сторону приближения к особой точ-
ке 1M  или удаления от нее, точнее, растет или убывает значение u  вдоль 

траектории. Заменяя 3x  в выражении 1 2α( ) γ( ) (α+γ) TAx Ax x Ax+ −  на 

1 21 x x− −  и приравнивая полученное выражение нулю, получаем требуемое 
уравнение кривой второго порядка. При переходе точки 1 2( , )x x  через эту 
кривую знак производной u  в силу системы (1) в точке 1 2 1 2( , ,1 )x x x x− −  ме-
няется, если только не реализуется один из вырожденных случаев кривой 
второго порядка, указанных в формулировке теоремы. Теорема доказана. 

Замечание 1. Рассуждения, примененные в доказательстве теоремы 1, 
демонстрируются в книге [1] на числовом примере, они названы там рассуж-
дениями «типа Ляпунова», поскольку опираются на идеи второго метода Ля-
пунова [12]. 

Замечание 2. С помощью функций 1 3 1 3( , )v x x x x
β ε
β+ε β+ε= ⋅  и 

2 3 2 3( , )w x x x x
δ ζ
δ+ζ δ+ζ= ⋅  можно найти границы областей приближения и уда-

ления для особых точек 2 3, .M M  



University proceedings. Volga region. Physical and mathematical sciences. 2024;(1) 

 11

Теорема 2. Пусть кривая ,iΓ  1,2,3,i =  разделяет в D  области прибли-
жения и удаления точки iM . Если существует особая точка 1 2 3( , , )N x x x    си-
стемы (1), расположенная внутри треугольника частот D , то любая из кри-
вых ,iΓ  1,2,3,i =  проходит через точку N . 

Доказательство. Для определенности рассмотрим кривую 1Γ , она 
представляет собой пересечение треугольника D  с множеством точек, зада-
ваемым системой уравнений 

 1 2

1 2 3

( ) ( ) ( ) 0,
1.

TAx Ax x Ax
x x x

α + γ − α + γ =


+ + =
  (2) 

В точке 1 2 3( , , )N x x x    правые части системы (1) равны нулю, т.е. 

( ) 0,T
iAx x Ax− =    1,2,i =  где 1 2 3( , , )Tx x x x=    , и 

3

1
1i

i
x

=
=  , поэтому координа-

ты точки N  удовлетворяют системе (2), и точка N  лежит на 1Γ . Для 2 3,Γ Γ   
доказательство аналогично. Теорема доказана. 

Теорема 3. Пусть кривая ,iΓ  1,2,3,i =  разделяет в D  области прибли-
жения и удаления особой точки iM  системы (1). Тогда iΓ  проходит через 
точку iM . 

Доказательство. Для определенности рассмотрим кривую 1Γ . Легко 

проверить непосредственно, что точка 1 , , 0M  α γ
 α + γ α + γ 

 удовлетворяет 

системе уравнений (2) из доказательства теоремы 2. Для 2 3,Γ Γ   доказатель-
ство аналогично. Теорема доказана. 

4. Числовой пример 
Рассмотрим систему (1), где параметры имеют следующие значения: 

2α 11 11,40;
5

= =  
11 1,20,
5

β = − = −  
23 3,40,
5

γ = =  

2δ 5 5,40,
5

= =  
2ε 2 2,40,
5

= − = −  
7ζ 12 12,70.

10
= =  

Она получена в работе [2] при построении модели конкуренции трех 
групп женских личных имен в русском языке. При формировании элементов 

матрицы { }3
, 1ij i j

A a
=

=  в работе [2] использованы относительные частоты 

встречаемости групп имен в языке в изучаемый временной период, элемент 
ija  выражает «выигрыш» имени из i -й группы в ситуации конкуренции  

с именем j-й группы, т.е. при совершении выбора имядателем между первым 
и вторым. Элемент ija  совпадает с отношением частот встречаемости соот-
ветствующих групп имен, умножаемым на эмпирически полученные поправ-
ки, основанные на статистике мотивов выбора имени. В работе [2] дан по-
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дробный алгоритм построения матрицы A  c указанием источников статисти-
ческих данных встречаемости имен и мотивов имянаречения, обсуждаются 
проблемы усовершенствования этого алгоритма. После построения матрицы 
из всех элементов каждого ее столбца вычитаем диагональный элемент этого 
столбца, что, как сказано в книге [1] и непосредственно проверено в работе 
[2], не изменяет рассматриваемую систему на множестве D. Здесь 0,αγ >  

0,δζ >  0βε > , на сторонах треугольника частот есть особые точки  
системы (1): 2 (0,30; 0; 0,70)M  (неустойчивый узел), 3(0; 0,30; 0,70)M  и 

1(0,80; 0,20; 0)M  (устойчивые узлы); координаты точек даны приближенно 
(с округлением); тип точек определяется по первому приближению. Внутри 
треугольника частот одна особая точка (0,34;0,31;0,35)N  (трехмерное  
седло). На рис. 1,а изображены гиперболы – проекции на плоскость  

1 2( , )x x  границ областей приближения и удаления для особых точек iM   
(см. теорему 1); проекции точек на плоскость 1 2( , )x x  отмечены теми же 
буквами, что и сами точки, но со штрихом. Уравнения кривых:  

1) 2 2
1 2 1 2 1 23,60 18,10 0,30 4,06 9,64 0,32 0x x x x x x− + − + − + =  ( 1′Γ  – проек-

ция кривой 1Γ  для особой точки 1M );  

2) 2 2
1 2 1 2 1 23,60 18,10 0,30 2,40 5,43 0,40 0x x x x x x− + − + − − =  ( 2′Γ  – про-

екция кривой 2Γ  для особой точки 2M );  

3) 2 2
1 2 1 2 1 23,60 18,10 0,30 1,32 10,80 1,61 0x x x x x x− + − + − + =  ( 2′Γ  – про-

екция кривой 3Γ  для особой точки 3M ). 
На рис. 1,б изображены область приближения (незакрашенная) и 

область удаления (закрашенная) точки 1M  и граница 1Γ  этих областей, 
показано примерное расположение траекторий системы (1) со значениями 
параметров из примера, полученное на основании предыдущих построений. 
Тонкие линии на рис. 1,б – правильное семейство кривых, использованное  
в доказательстве теоремы 1. 
 

  
а) б) 

Рис. 1. Гиперболы – проекции на плоскость 1 2( , )x x  границ областей приближения  
и удаления (а): сплошная линия – кривая 1′Γ , крупный пунктир – кривая 2′Γ ,  

мелкий пунктир – кривая 3′Γ ; области приближения и удаления особой точки 1M  (б) 
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Совмещая результаты рассмотрения областей приближения и удаления 
всех трех особых точек ,iM  1, 2, 3,i =  можно построить фазовый портрет 
системы. На рис. 2,а схематично изображены границы ,iΓ  1, 2, 3,i =  областей 
приближения и удаления для точек ,iM  1, 2, 3,i =  и примеры возможного 
расположения траекторий системы в согласии с полученным расположением 

,iΓ  1, 2, 3,i =  на рис. 2,б – фазовый портрет системы, полученный 
приближенным решением системы методом Рунге – Кутта четвертого 
порядка.  
 

  
а) б) 

Рис. 2. Теоретические построения (а); численное решение системы (б) 
 
На рис. 2,а сплошная линия – кривая 1Γ , крупный пунктир – кривая 

2Γ , мелкий пунктир – 3Γ , сплошные линии со стрелками – траектории 
системы (1); рис. 2,а хорошо согласуется с рис. 2,б.  

Заключение 
Полученные результаты применимы для системы (1), за исключением 

специальных случаев, когда параметры системы связаны соотношениями, 
указанными в статье. В остальных случаях, зная координаты любой неособой 
точки треугольника частот, можно установить поведение проходящей через 
эту точку траектории по отношению к любой особой точке системы (1), рас-
положенной на границе треугольника частот, но не в его вершинах, т.е. опре-
делить, в какой из областей (приближения или удаления) по отношению к 
данной особой точке находится выбранная точка. Теоремы о взаимном рас-
положении областей приближения (удаления) и особых точек системы (1) 
помогают уточнить фазовый портрет системы на треугольнике частот и при 
использовании приближенных методов решения системы. Например, на  
рис. 2,б мы видим точки перегиба траекторий, а изложенный в статье метод 
позволяет точно установить множество точек, в которых траектории перехо-
дят из области приближения к особой точке в область удаления от нее. Разра-
ботанный метод построения фазового портрета системы (1) удобен для срав-
нения эмпирических данных с результатами моделирования. Перспектива 
дальнейшего исследования состоит в рассмотрении значений параметров, по-
ка исключенных из рассмотрения, а также в применении разработанного ме-
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тода для локализации положения сепаратрис особых точек, тем более, что 
приближенные методы решения плохо справляются с последней задачей.  
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Об инфинитезимальных преобразованиях расслоений  
Вейля как решениях дифференциального уравнения  

для производной Ли связности полного лифта 
К. М. Буданов 

Пензенский государственный университет, Пенза, Россия 
ko13bud@rambler.ru 

1 
Аннотация. Актуальность и цели. Одной из важнейших задач в теории расслоений 
над алгебрами Вейля является изучение инфинитезимальных аффинных преобразо-
ваний этих расслоений. Получены альтернативные выражения инфинитезимальных 
аффинных преобразований расслоений Вейля со связностью полного лифта над спе-
циальными алгебрами Вейля. Материалы и методы. Использованы методы тензор-
ного анализа, теории производной Ли. Результаты. Получены альтернативные вы-
ражения инфинитезимальных аффинных преобразований, а также условия, наклады-
ваемые на компоненты этих преобразований. Выводы. Доказано, что инфинитези-
мальные аффинные преобразования расслоений Вейля со связностью полного лифта 
над специальными алгебрами Вейля могут быть представлены в виде суммы лифтов 
горизонтального и горизонтально-векторного типа. 
Ключевые слова: альтернативное представление, инфинитезимальное аффинное 
преобразование, расслоение Вейля, связность полного лифта 
Для цитирования: Буданов К. М. Об инфинитезимальных преобразованиях расслое-
ний Вейля как решениях дифференциального уравнения для производной Ли связно-
сти полного лифта // Известия высших учебных заведений. Поволжский регион. Фи-
зико-математические науки. 2024. № 1. С. 17–23. doi: 10.21685/2072-3040-2024-1-2 
 

On infinitesimal transformations of Weil bundles as solutions  
of differential equation for Lie derivative of complete lift connection 

K.M. Budanov 

Penza State University, Penza, Russia 
ko13bud@rambler.ru 

 
Abstract. Background. The study of infinitesimal affine transformation of bundles over 
Weil algebra is one of the important problems in the theory of these bundles. Alternative 
representations of infinitesimal affine transformations of Weil bundle with complete lift 
connection over special Weil algebra are obtained. Matherials and methods. Methods of 
tensor analysis and Lie derivative are used. Results. Alternative expressions of infinitesimal 
affine transformations are obtained, as well as conditions imposed on the components of 
these transformations. Conclusions. It is proved that infinitesimal affine transformations of 
Weil bundles with the complete lift connection over special Weil algebras can be represent-
ed as a sum of lifts of horizontal and horizontal vector type. 
Keywords: alternative representation, infinitesimal affine transformation, Weil bundle, 
complete lift connection 

 
1 © Буданов К. М., 2024. Контент доступен по лицензии Creative Commons Attribution 4.0 License / This work 

is licensed under a Creative Commons Attribution 4.0 License. 



Известия высших учебных заведений. Поволжский регион. Физико-математические науки. 2024. № 1 

 18

For citation: Budanov K.M. On infinitesimal transformations of Weil bundles as solutions 
of differential equation for Lie derivative of complete lift connection. Izvestiya vysshikh 
uchebnykh zavedeniy. Povolzhskiy region. Fiziko-matematicheskie nauki = University pro-
ceedings. Volga region. Physical and mathematical sciences. 2024;(1):17–23. (In Russ.). 
doi:10.21685/2072-3040-2024-1-2 

Введение 
В данной работе изучается строение инфинитезимальных аффинных 

преобразований (ИАП) расслоений Вейля над специальными алгебрами Вей-
ля [1], высота и ширина которых равна 2. В каноническом разложении ИАП 
представлены полный и вертикальные лифты векторных полей, а также гори-
зонтально-векторные лифты тензорных полей типа (1, 1). Компоненты ИАП 
удовлетворяют равенствам, представленным в [2]. Используя взаимосвязь 
вертикальных и горизонтальных лифтов, получим разложение ИАП, вклю-
чающее только лифты горизонтального и горизонтально-векторного типа,  
а также условия, которым удовлетворяют компоненты ИАП. 

1. Основные определения и понятия 
Специальные алгебры Вейля, высота и ширина которых равна 2, имеют 

размерность, равную 4. Поэтому базисные элементы 0 1 2 3, , ,e e e e  можно вы-
брать так, чтобы были справедливы равенства: 

0 1,e =  1 2 1 3 0,e e e e= =  2 2 3,e e qe=  1q = ± . 

Обозначим описанные алгебры через 4 ( )W q .  
Если задано гладкое многообразие nM  размерности n c линейной связ-

ностью без кручения ∇  и алгебра гладких функций класса С∞  на этом мно-
гообразии, а также алгебра Вейля A, то можно построить расслоение Вейля 

A
nM  над алгеброй Вейля A, а также продолжения функций, векторных и тен-

зорных полей в это расслоение [3].  
Пусть ( , )iU x  – локальная карта на многообразии nM , k

ijΓ  – коэффици-
енты линейной связности ∇  в этой карте.  

В области 4( )1( ) W q
nU M−π ⊂ , где 4 ( ): W q

n nM Mπ →  – каноническая про-
екция, естественные продолжения координатных функций имеют вид 

4( ) 1 1 2 3
0 2 3( )W qi i i i

ix x x e x e x e= + + + . 

Координатными функциями в области 4( )1( ) W q
nU M−π ⊂  являются 

функции 0 1 2 3, , ,i i i ix x x x . 

Векторные поля i ix
α

α

∂∂ =
∂

, где 0,1,2,3α = , образуют естественный ре-

пер в области 4( )1( ) W q
nU M−π ⊂ .  

Локальные выражения естественных продолжений векторного поля X  
в расслоения над алгебрами 4( )W q  можно записать в виде 
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(0) 0 1 2 3
(0) (1) (2) (3)

(1) 1 3
(0) (1)

(2) 2 3
(0) (2)

(3) 3
(0)

( ) ( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) ,

( ) ( ) ,

( ) .

i i i i
i i i i

i i
i i

i i
i i

i
i

X X X X X

X X X

X X q X

X X

= ∂ + ∂ + ∂ + ∂

= ∂ + ∂

= ∂ + ∂

= ∂

 

Локальные выражения горизонтальных продолжений векторного поля 
X в расслоения над алгебрами 4( )W q  можно записать в виде 

0

1

2

3

0 1 2 3
(0) (1) (2) (3)

1 3
(0) (0) 1

1 3
(0) (0) 2

3
(0)

( ) ( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) ,

( ) ( ) ,

( ) .

H i i i i
i i i i

H i k l
i il k

H i k l
i il k

H i
i

X X X X X

X X x

X X q x

X X

= ∂ + ∂ + ∂ + ∂

 = ∂ − Γ ∂ 
 = ∂ − Γ ∂ 

= ∂

 

Локальные выражения продолжений тензорного поля U  типа (1, 1) 
можно записать в виде 

0 1 0 1 2
(0) 1 (0) 1 (0) 2( ) ( ) ( )H i l k s k s

l i si k si kU U x x xγ = ∂ − Γ ∂ − Γ ∂ −  

3
(0) 3 (0) 1 1 2 2

1( ) ( ) ( )
2

k s k k a s r s r
si s ri ra si kx x x qx x  − Γ + ∂ Γ −Γ Γ + ∂    

, 

0 2 0 1 2
(0) 2 (0) 1 (0) 2( ) ( ) ( )H i l k s k s

l i si k si kU U x x xγ = ∂ − Γ ∂ − Γ ∂ −  

3
(0) 3 (0) 1 1 2 2

1( ) ( ) ( )
2

k s k k a s r s r
si s ri ra si kx x x qx x  − Γ + ∂ Γ −Γ Γ + ∂    

, 

0 1 0 1
(0) 3 (0) 1 1 2 2 (0) 1

1( ) ( ) ( ) ( )
2

H i l l u v u v k s
l uv i si kU U x x x qx x xγ   = + Γ + ∂ − Γ ∂ −   

 

2 3
(0) 2 (0) 3 (0) 1 1 2 2

1( ) ( ) ( ) ( )
2

k s k s k k a s r s r
si k si s ri ra si kx x x x qx x  − Γ ∂ − Γ + ∂ Γ −Γ Γ + ∂    

, 

1 1 1 3
(0) 1 (0) 1( ) ( )H i l k s

l i si kU U x xγ  = ∂ − Γ ∂  , 

1 2 1 3
(0) 2 (0) 1( ) ( )H i l k s

l i si kU U x xγ  = ∂ − Γ ∂  , 

1 3 1 3
(0) 3 (0) 1 1 2 2 (0) 1

1( ) ( ) ( ) ( )
2

H i l l u v u v k s
l uv i si kU U x x x qx x xγ    = + Γ + ∂ − Γ ∂    

, 

2 1 2 3
(0) 1 (0) 2( ) ( )H i l k s

l i si kU U x q xγ  = ∂ − Γ ∂  , 

2 2 2 3
(0) 2 (0) 2( ) ( )H i l k s

l i si kU U x q xγ  = ∂ − Γ ∂  , 
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2 3 2 3
(0) 3 (0) 1 1 2 2 (0) 2

1( ) ( ) ( ) ( )
2

H i l l u v u v k s
l uv i si kU U x x x qx x q xγ    = + Γ + ∂ − Γ ∂    

, 

3 1 3
(0) 1( )H i l

l iU U xγ = ∂ , 

3 2 3
(0) 2( )H i l

l iU U xγ = ∂ , 

3 3 3
(0) 3 (0) 1 1 2 2

1( ) ( ) ( )
2

H i l l u v u v
l uv iU U x x x qx xγ  = + Γ + ∂ 

 
. 

2. Каноническое представление  
инфинитезимального аффинного преобразования 

В работе [2] было показано, что линейная связность ∇  без кручения на 
многообразии индуцирует единственную линейную связность C∇  – полный 
лифт связности ∇  в расслоения Вейля над алгебрами 4( )W q . 

Инфинитезимальными аффинными преобразованиями расслоений Вей-
ля над алгебрами 4( )W q  являются векторные поля X , удовлетворяющие ра-
венству 

 0C
X∇ =L .  (1) 

Данное равенство можно записать как систему дифференциальных 
уравнений в частных производных 

( ) ( ) ( ) ( ) 0i i mi m m m i i
j m j jm mk jk mk k jkX X X X Xβ αβ τβ β αβα τ α ατ τ

σ τ τ τ σ σσ σ τ∂ ∂ + ∂ Γ + ∂ Γ + ∂ Γ − ∂ Γ =     , 

где индексы , ,α β σ  являются элементами множества {0, 1, 2, 3}. По индексу 
τ  выполняется суммирование по элементам того же множества  

В работе [2] были получены канонические разложения произвольных 
инфинитезимальных аффинных преобразований в расслоениях Вейля со 
связностью полного лифта над алгебрами 4( )W q : 

0 3 0 2 0 1 1 3(0) (1) (2) (3) H H H HX D H N T A B C Eγ γ γ γ= + + + + + + + +  
 2 3 3 3 3 2 3 11 2 1 1 2 2 2 1H H H HH H H HF G K L M P Q Sγ γ γ γγ γ γ γ+ + + + + + + +    ,  (2) 

где , , ,D H N T  – векторные поля; , , , , , , , , , , ,A B C E F G K L M P Q S     – тензор-
ные поля типа (1, 1), заданные на многообразии nM .  

Компоненты ИАП из равенства (2) удовлетворяют следующим соотно-
шениям: 

 0i jU∇ = , где , , , , , , , , , , , ,U A B C E F G K L M P Q S=       (3) 

 ( ) 0i
Z jk∇ =L , где , , , ,Z D H N T=   (4) 

 0i m m i m i
m lkj l mkj j lkmV R V R V R= = = , где , , , , ,V A B C E K=   (5) 
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 0m i i m
l mjk m ljkY R V R− = , где , , , , , , ,Y F G L M P Q S=       (6) 

 0,m i i m
l mjk m ljkF R qM R+ =   (7) 

 2 0,m i i m
l mjk m ljkG R P R− =    (8) 

 2 0m i i m
l mjk m ljkL R P R− =  .  (9) 

3. Альтернативное представление  
инфинитезимального аффинного преобразования  

Используя локальные выражения естественных и горизонтальных лиф-
тов векторного поля X  можно показать, что 

0 3 3 3 1 1 2 21 1 2 2

3 11

3 22

3

( )(0) 2

(1)

(2)

(3)

1( ) ( ) ( ) ( ) ,
2

( ) ,

( ) ,

.

H H H qH H

HH

HH

H

X X X X X X

X X X

X X q X

X X

γ γ γ + γ γγ γ

γ

γ

= + ∇ + ∇ + ∇ + ∇

= + ∇

= + ∇

=

 

Тогда инфинитезимальное аффинное преобразование (2) можно запи-
сать следующим образом  

0 3 0 1 0 2 0 31 1 12 ( )H H H H HH HHX D H N T C B A G Dγ γ γ γ= + + + + + + + +∇ +  

1 3 2 3 3 31 2 2 1 2 2( ) ( )H H HH H HF E M L D K S Hγ γ γγ γ γ+ + + + +∇ + + +∇ +  

 3 3 3 3 3 1 1 2 2( )21( ) ( ) ( )
2

H H H qQ q N P D Dγ γ γ γ + γ γ+ + ∇ + +∇ + ∇  .  (10) 

Условие (1), определяющее инфинитезимальное аффинное преобразо-
вание X , можно записать в виде 

( ) ( ) 0
X

C C C
X XY Y YZ Z Z∇ −∇ −∇ =


   

  
L

L L . 

На основании равенств 

3
0,     0,1,2,3,H

i

HС
j
β

∂
∇ ∂ = β =  

0 3
2 (0) 2( )

2H
i

H HС k l
lijj k

q R x
∂

∇ ∂ = ∂ , 

0 3
1 (0) 1

1 ( )
2H

i

H HС k l
lijj kR x

∂
∇ ∂ = ∂ , 

0,   1,2;   1,2,3,H
i

HС
j
β

α∂
∇ ∂ = α = β =  
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3 3
0 (0)( )H

i

H HС k
ijj k∂

∇ ∂ = Γ ∂ , 

32 2
0 (0) (0) 2( ) ( )H

i

HH HС k k l
ij lijj k kq R x

∂
∇ ∂ = Γ ∂ + ∂ , 

31 1
0 (0) (0) 1( ) ( )H

i

HH HС k k l
ij lijj k kR x

∂
∇ ∂ = Γ ∂ + ∂ , 

0 3 1 2
0 (0) (0) 1 (0) 2( ) ( ) ( )H

i

H H H HС k k l k l
ij lij lijj k k kR x R x

∂
∇ ∂ = Γ ∂ + ∂ + ∂ +  

3
(0) 3 (0) 1 1 2 2 (0) 1 1 2 2

1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

Hk l l r s r s k l s l s
lij rs s lij kR x x x qx x R x x qx x  + + Γ + + ∇ + ∂    

 

можно показать, что условия, которым удовлетворяют компоненты вектор-
ных и тензорных полей, входящих в выражение (10), являются следствиями 
равенств (3)–(9).  

Условия, накладываемые на компоненты векторных и тензорных полей 
в выражении (10), имеют вид 

 ( ) 0i
Z jk∇ =L , где , , , ,Z D H N T=   (11) 

 0i
j kV∇ = , где , , , , , , ,V A B C E F K M=   (12) 

 0i m m i m i
m lkj l mkj j lkmV R V R V R= = = , где , , , , ,V A B C E K=   (13) 

 0,m i i m
l mjk m ljkF R qM R+ =   (14) 

 0m i i m
l mjk m ljkY R V R− = , где , ,Y F M=   (15) 

 0k a i
j i ajkV D R∇ + = , где , , ,V G D L D P D= +∇ +∇ +∇     (16) 

 ( ) 0,i a i
j k ajkS H H R∇ +∇ + =   (17) 

 2(( ) ) (( ) ) 0m m i i i m
l l mjk m m ljkV D D R P D D R+∇ +∇ − +∇ +∇ = ,  (18) 

где ,V G D L D= +∇ +∇  , 

 (( ) ) (( ) ) 0m m i i i m
l l mjk m m ljkV D D R V D D R+∇ +∇ − +∇ +∇ = , (19) 

где , ,V G D L D P D= +∇ +∇ +∇   , 

  (( ) ) (( ) ) 0m m i i i m
l l mjk m m ljkS H H R S H H R+∇ +∇ − +∇ +∇ =  ,  (20) 

 (( ) ) (( ) ) 0.m m i i i m
l l mjk m m ljkQ q N N R Q q N N R+ ∇ +∇ − + ∇ +∇ =    (21) 

Выполнив равносильные преобразования равенств (11)–(21), можно 
получить равенства (3)–(9).  
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Таким образом, можно сформулировать следующее утверждение. 
Теорема. Инфинитезимальное аффинное преобразование расслоения 

Вейля над алгебрами 4( )W q , записанное в виде (2), можно представить  
в форме (10), при этом условия, накладываемые на компоненты выражения 
(10), определяются равенствами (11)–(21). 
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Исследование нелинейной математической модели  
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1 
Аннотация. Актуальность и цели. Первичным звеном приборного оборудования для 
измерения давления газожидкостной среды является датчик, который поставляет 
данные о давлении рабочей среды, определяющем надлежащее функционирование 
машин, механизмов, систем. Увеличение срока службы, уменьшение времени разра-
ботки, снижение себестоимости датчиков – первостепенные задачи. В связи с этим 
важную роль на этапе проектирования систем измерения давления играет математи-
ческое моделирование функционирования таких систем. Для измерения и контроля 
давления рабочей газожидкостной среды в камерах сгорания двигателей использует-
ся механическая система «трубопровод – датчик давления», в которой для ослабле-
ния воздействия виброускорений и высоких температур датчик соединен с двигате-
лем с помощью трубопровода и располагается на некотором расстоянии от него. Це-
лью работы является создание математической модели системы «трубопровод – дат-
чик давления» и исследование ее на предмет возможности установления соответ-
ствия между законом изменения давления в камере сгорания и законом колебания 
чувствительного элемента датчика давления. Материалы и методы. Для описания 
движения рабочей среды (в модели идеального газа) используется нелинейная мо-
дель механики жидкости и газа в предположении, что рабочая среда сжимаемая. Для 
описания динамики чувствительного элемента датчика используется модель, основой 
которой является обыкновенное дифференциальное уравнение, описывающее коле-
бательный процесс одномассовой системы. При указанных предположениях постро-
ена математическая модель механической системы «трубопровод – датчик давле-
ния». Для решения соответствующей задачи, постановка которой содержит нелиней-
ное дифференциальное уравнение с частными производными, предложены численно-
аналитические методы решения на основе метода Галеркина. Результаты. Разрабо-
тана нелинейная математическая модель системы измерения давления в газожид-
костных средах. Для соответствующей начально-краевой задачи на основе метода 
Галеркина предложен метод, позволяющий свести ее исследование к решению задачи 
Коши для системы обыкновенных дифференциальных уравнений. Проведен числен-
ный эксперимент и представлены примеры расчета динамики чувствительного эле-
мента датчика. Выводы. Предложенная математическая модель позволяет определять 
закон изменения отклонения чувствительного элемента датчика в зависимости от за-
кона изменения давления в камере сгорания. Результаты исследований предназначе-
ны для использования на этапе проектирования систем измерения давления. 
Ключевые слова: датчик давления, трубопровод, чувствительный элемент, динами-
ка, дифференциальные уравнения, метод Галеркина 
Финансирование: работа выполнена при поддержке гранта Российского научного 
фонда № 23-21-00517. 
Для цитирования: Вельмисов П. А., Тамарова Ю. А. Исследование нелинейной ма-
тематической модели механической системы «трубопровод – датчик давления» //  
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Abstract. Background. The primary element of the instrumentation for measuring the pres-
sure of a gas-liquid medium is a sensor that supplies data on the pressure of the working 
medium, which determines the proper functioning of machines, mechanisms, and systems. 
Increasing the service life, reducing development time, and reducing the cost of sensors are 
one of the primary objectives. In this regard, mathematical modeling of the functioning of 
such systems plays an important role at the design stage of pressure measurement systems. 
To measure and control the pressure of the working gas-liquid medium in the combustion 
chambers of engines, a mechanical system “pipeline - pressure sensor” is used, in which, to 
reduce the effects of vibration accelerations and high temperatures, the sensor is connected 
to the engine via a pipeline and is located at some distance from it. The purpose of the work 
is to create a mathematical model of the “pipeline - pressure sensor” system and study it for 
the possibility of establishing a correspondence between the law of pressure change in the 
combustion chamber and the law of oscillation of the sensitive element of the pressure sen-
sor. Materials and methods. To describe the movement of the working medium (in the ideal 
gas model), a nonlinear model of fluid and gas mechanics is used, under the assumption 
that the working medium is compressible. To describe the dynamics of the sensitive ele-
ment of the sensor, a model is used, the basis of which is an ordinary differential equation 
that describes the oscillatory process of a single-mass system. Under these assumptions, a 
mathematical model of the mechanical system “pipeline – pressure sensor” was construct-
ed. To solve the corresponding problem, the formulation of which contains a nonlinear par-
tial differential equation, numerical and analytical solution methods based on the Galerkin 
method are proposed. Results. A nonlinear mathematical model of a system for measuring 
pressure in gas-liquid media has been developed. For the corresponding initial-boundary 
value problem, based on the Galerkin method, a method is proposed that makes it possible 
to reduce its study to solving the Cauchy problem for a system of ordinary differential 
equations. A numerical experiment is carried out and examples of calculating the dynamics 
of the sensor's sensitive element are presented. Conclusions. The proposed mathematical 
model makes it possible to determine the law of change in the deviation of the sensor's sen-
sitive element depending on the law of change in pressure in the combustion chamber. The 
research results are intended for use at the design stage of pressure measurement systems. 
Keywords: pressure sensor, pipeline, sensitive element, dynamics, differential equations, 
Galerkin method 
Financing: the research was financed by the RSF within the research project No. 23-21-
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For citation: Velmisov P.A., Tamarova Yu.A. Studying the nonlinear mathematical model 
of the mechanical system “pipeline – pressure sensor”. Izvestiya vysshikh uchebnykh 
zavedeniy. Povolzhskiy region. Fiziko-matematicheskie nauki = University proceedings. 
Volga region. Physical and mathematical sciences. 2024;(1):24–37. (In Russ.). doi: 
10.21685/2072-3040-2024-1-3 



Известия высших учебных заведений. Поволжский регион. Физико-математические науки. 2024. № 1 

 26

Введение 
Во многих отраслях науки и техники, в том числе аэрокосмической, 

возникает проблема повышения надежности и долговечности конструкций, 
взаимодействующих с потоком жидкости или газа. В частности, такая про-
блема возникает при проектировании датчиков давления газожидкостных 
сред. В связи с этим возникает задача исследования динамики и устойчивости 
колебаний деформируемых элементов конструкций, так как воздействие по-
тока может приводить к значениям амплитуды, скорости и ускорений коле-
баний, не позволяющим осуществлять их надежную эксплуатацию и обеспе-
чивать необходимую функциональную точность. Развитие авиационной, ра-
кетно-космической и другой техники требует постоянного совершенствова-
ния и разработки новых типов первичных преобразователей, в частности, 
датчиков давления, характеризующихся экстренными условиями эксплуата-
ции. Описанию датчиков измерительных систем, принципов их работы, тех-
нических характеристик посвящено много работ, например [1–6]. 

Все датчики давления в той или иной степени критичны к воздействию 
температур и виброускорений. При размещении датчиков давления непо-
средственно на двигателе на них воздействуют широкие диапазоны темпера-
тур и повышенные виброускорения, что приводит к дополнительной погреш-
ности измерений и в ряде случаев к разрушению упругого чувствительного 
элемента датчика. В работе [7] предложено решение задачи уменьшения вли-
яния температур на тонкопленочные нано- и микроэлектромеханические си-
стемы датчиков давления. В работе [8] рассмотрены вопросы повышения 
вибростойкости тонкопленочных нано- и микросистем и датчиков давления 
на их основе. В монографии [9] представлена совокупность некоторых моде-
лей и методов исследования механической системы «трубопровод – датчик 
давления». В случае несжимаемости рабочей среды математические модели 
системы «трубопровод – датчик давления» рассматривались в статьях  
[10, 11]. В работах [12–14] исследуется взаимодействие упругих тел с вязкой 
несжимаемой жидкостью. Исследования механической системы «трубопро-
вод – датчик давления» для сжимаемой рабочей среды представлены, напри-
мер, в работах [15, 16]. 

В данной статье на основе одномерной нелинейной модели, представ-
ляющей собой начально-краевую задачу для системы дифференциальных 
уравнений, исследуется совместная динамика чувствительного элемента дат-
чика давления и рабочей среды в трубопроводе в предположении, что среда 
идеальная и сжимаемая. Для описания движения рабочей среды применяется 
нелинейная модель механики жидкости и газа [17]. Исследование указанной 
начально-краевой задачи с помощью метода Галеркина [18, 19] сведено к ре-
шению систем обыкновенных дифференциальных уравнений. Разработана 
программа в системе Mathematica 12.0, позволяющая получать графики де-
формации чувствительного элемента датчика (отклик) при различном зада-
нии закона изменения давления рабочей среды (входной сигнал). Отметим, 
что задачи восстановления входных сигналов в системах с сосредоточенными 
и распределенными параметрами, в том числе входных сигналов вихретоко-
вых преобразователей перемещения при термоударном воздействии, рас-
сматриваются в [20, 21]. 
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1. Постановка задачи 
Рассмотрим схему механической системы «трубопровод – датчик дав-

ления» (рис. 1), где в начальном сечении 0x =  трубопровода (на выходе из 
камеры сгорания двигателя) задан закон изменения давления рабочей среды 

0 *( )P P P t= +  ( 0P  – давление в состоянии покоя, *( )P t  – избыточное давле-
ние). Состоянию покоя соответствует положение x l=  поршня, являющегося 
составной частью датчика давления и закрепленного с помощью системы 
упругих связей и демпферов. Отклонение поршня от положения равновесия 
обозначим ( )w t . Поставим целью получить уравнение, связывающее закон 
изменения давления в двигателе *( )P t  (входной сигнал) с величиной переме-
щения поршня ( )w t  (отклик) в любой момент времени t . 

 

 
Рис. 1. Схема механической системы «трубопровод – датчик давления» 

 
Математическую модель рассматриваемой механической системы 

представим в виде 

 ( )2 2 2
0

12 1
2tt x xt x xx t x xxa  Φ + Φ Φ +Φ Φ = − χ − Φ + Φ Φ    

,  (1) 

 0 *(0, ) ( )P t P P t= + ,  (2) 

 *( ( ), ) ( )x l t t w tΦ =  , * ( )l l w t= + ,  (3) 

 *( ( )) ( ) ( ( ), ( )) ( ( ), )L w t mw t f w t w t P l t t≡ + =  ,  (4) 

где ( , )x tΦ  – потенциал скорости; ( , )P x t  – давление в рабочей среде (в жид-
кости или газе); 0a  – скорость звука, соответствующая состоянию покоя ра-
бочей среды; χ  – коэффициент Пуассона; m  – масса чувствительного эле-
мента. 

Уравнения (1), (4) следует дополнить начальными условиями. Эти 
условия будут записаны при решении задачи Коши для системы обыкновен-
ных дифференциальных уравнений, к которой будет сведено решение задачи 
(1)–(4). 

Уравнение (1) для потенциала скорости ( , )x tΦ  описывает движение 
рабочей среды (в модели идеального газа) в трубопроводе; условие (2) задает 
закон изменения давления *( )P t  рабочей среды в камере сгорания; условие 
(3) – условие непротекания на поверхности поршня; уравнение (4) описывает 
движение поршня. Линейная или нелинейная функция ( ( ), ( ))f w t w t  является 
характеристикой вязкоупругого основания (системы упругих связей и демп-
феров). Давление в потоке определяется интегралом Лагранжа – Коши: 
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12

0 2
0

1 1( , ) 1
2t xP x t P

a

χ
χ− χ −  = − Φ + Φ  

   
.  (5) 

Учитывая (5), условие (2) можно записать в виде 

 

1
2

2 0 *

00

( )1 ( ) 1 1
2 1t x

x

a P tt
P

χ−
χ

=

 
   Φ + Φ = ψ = − +    χ −    

 

.  (6) 

2. Некоторые способы решения задачи 

Введем функции xu = Φ , 21
2t xv = Φ + Φ , тогда уравнения, представля-

ющие математическую модель, имеют вид 

 ( )2
0 1 0t x xv uv a v u + − − χ − =  ,  (7) 

 0x t xv u uu− − = ,  (8) 

 ( )0, ( )v t t= ψ ,  (9) 

 * *( , ) ( ), ( )u l t w t l l w t= = + ,  (10) 

 
1

0 *2
0

1( ) 1 ( , )L w P v l t
a

χ
χ− χ −= − 

  
.  (11) 

А. Для решения задачи (7)–(11) применим метод Галеркина [18, 19].  
С учетом граничных условий (9), (10), используя в качестве пробных функций 

*( )nl x− , nx , будем искать ( , )u x t , ( , )v x t  в виде отрезков степенных рядов: 

 *
1

( , ) ( ) ( )( ) ,
N

n
n

n
u x t w t u t l x

=
= + −   (12) 

 
1

( , ) ( ) ( ) .
N

k
k

k
v x t t v t x

=
= ψ +   (13) 

Подставив (12), (13) в (7), (8) и записав условия ортогональности полу-
ченных невязок к функциям { }( )n xθ , образующих на [ ]*0,l  полную систему, 
получим 2N  уравнений для (2 1)N +  функции 1( ), ( ),...., ( )Nw t u t u t , 

1( ),...., ( )Nv t v t . К полученным уравнениям следует добавить уравнение (11).  
В силу граничных условий (9), (10) в качестве поверочных функций ( )n xθ  
можно выбрать, например, следующие: 

 *( ) ( )n
n x x l xθ = − , *( ) ( )n

n x x l xθ = − , 
*

( ) sinn
nx x
l

 πθ =  
 

, 1n = ÷∞ .  (14) 
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Рассмотрим второе приближение ( 2N = ), тогда 
2

1 * 2 *( , ) ( ) ( )( ) ( )( )u x t w t u t l x u t l x= + − + − , 2
1 2( , ) ( ) ( ) ( )v x t t v t x v t x= ψ + + . (15) 

Подставив (15) в уравнения (7), (8), получим 

2
1 2 * 1 1( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( )v t w t v t x l x u t u t − + + − − + 

   

2 3 2
* 2 1 2 * 2( ) [ ( ) 3 ( ) ( )] 2( ) ( ) 0,l x u t u t u t l x u t+ − − + + − =  

( )2 2
1 0 1 2 2 1( ) ( ) ( ) ( 1 ( )) ( ) [ ( ) ( 1) ( ) ( )]t w t v t a t u t x v t v t u tψ + + − χ − ψ + − χ − +    

2 2
* 1 1 2 0 * 2 2( )[ ( ) ( ) 2 ( )( ( 1) ( ))] 2 ( ) ( ) ( )l x u t v t u t a t x l x v t u t+ − + − χ − ψ + − +  

2
* 2 1 * 1 2 1 2( ) ( ) ( ) 2 ( )( ( ) ( ) ( 1) ( ) ( ))l x u t v t x l x u t v t v t u t+ − + − − χ − −  

[ ]2
* 2 2 1 2 1 12 ( )( 1) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( 1) ( ) ( ) 0.x l x v t u t x v t v t w t v t u t− − χ − + + − χ − =   (16) 

Предположим, что ( )L w  задана линейным выражением: 
( )L w mw w w= + α + γ  , где α , γ  – коэффициенты демпфирования и жесткости 

упругой связи. Тогда с учетом (15) уравнение (11) принимает вид 

 ( ) 12
0 1 * 2 *2

0

11 ( ) ( ) ( )mw w w P t v t l v t l
a

χ
χ− χ −+ α + γ = − ψ + + 

  
  .  (17) 

Записывая согласно методу Галеркина условия ортогональности невя-
зок уравнений (16) к базисным функциям *( )x l x− , 2

*( )x l x− , получим четы-
ре уравнения: 

( )2 2
1 1 0 * 1 2 1 1 2 010 ( ( 1) ) 5 2 ( 2) 2 ( ( 1) )wv u a l v v w u v u a ψ+ + − χ − ψ + + − χ − + − χ − ψ +      

 ( )2 3
* 2 1 2 2 1 * 2 23 (7 3 ) (7 4 ) 2 (2 ) 0,l v u v u v l u v+ + − χ + − χ + − χ =   (18) 

( )2 2
1 1 0 * 1 2 1 1 2 035 ( ( 1) ) 7 3 6 (5 3 ) 4 ( ( 1) )wv u a l v v w u v u a ψ+ + − χ− ψ + + + − χ + − χ− ψ +      

 ( )2 3
* 2 1 2 2 1 * 2 27 2 2( 2) (3 2 ) 2 (7 4 ) 0,l v u v u v l u v+ − χ − + − χ + − χ =   (19) 

 2 2 3 2
1 * 2 1 1 * 2 1 2 * 210( ) 5 [2 ] 3 ( 3 ) 4 0,v w l v u u l u u u l u− + − + + − + + =     (20) 

 2 2 3 2
1 * 2 1 1 * 2 1 2 * 235( ) 14 [3 ] 7 ( 3 ) 8 0.v w l v u u l u u u l u− + − + + − + + =     (21) 

Система пяти уравнений (17)–(21) служит для определения пяти функ-
ций ( )w t , 1( )u t , 2 ( )u t , 1( )v t , 2 ( )v t  и является основой для проведения чис-
ленного эксперимента.  

Б. Другой способ решения задачи состоит в задании ( , )u x t  в виде (12) 
и последующем определении ( , )v x t  из уравнения (8), при этом уравнение (8) 
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удовлетворяется точно, а уравнение (7) – приближенно с помощью метода 
Галеркина.  

Подставляя  

*
1

( , ) ( ) ( )( )
N

n
n

n
u x t w t u t l x

=
= + −  

в (8), получим 

( ) ( )1 2
* *

1 1

1( ) ( ) ( ) ( )( )
2

N N
n n

x n n xn n
v w t u t l x nu t w t l x u−

= =
= + − + − +    . 

Интегрируя по переменной x , будем иметь 

1
*

0
1

( )( )( , ) ( ) ( )
1

N n
n

n

u t l xv x t v t w t x
n

+

=

−
= + − −

+   

2

* *
1 1

1( ) ( )( ) ( ) ( )( )
2

N N
n n

n n
n n

u t w t l x w t u t l x
= =

 
− − + + − = 

  
    

2
1 2

0 * *
1 1

( ) 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1 2 2

N N
n nn

n
n n

u tv t w t x l x w t u t l x
n

+

= =

 
 = + − − + + −
 +  

   . 

Удовлетворяя условию (9), находим 
2

1 2
0 * *

1 1

( ) 1 1( ) ( ) ( ) ( )
1 2 2

N N
n nn

n
n n

u tv t t l w t u t l
n

+

= =

 
 = ψ + − −
 +  

   . 

Таким образом, функция ( , )v x t  принимает вид 

1
*

1

( )( )( , ) ( ) ( )
1

N n
n

n

u t l xv x t t w t x
n

+

=

−
= ψ + − +

+   

2 2
1

* * *
1 1 1

( )1 1( )( ) ( )
2 2 1

N N N
n n nn

n n
n n n

u tu t l x u t l l
n

+

= = =

   
   + − − +
    +   
   

. 

Уравнение (11) будет иметь вид 

2 1
1

0 * * *2
0 1 1

( )1 1( ) 1 ( ) ( ) ( )
1 2

N N
n nn

n
n n

u tL w P t w t l l u t l
na

χ
χ−

+

= =

   χ −   = − ψ + + −   +     
  . 

Например, в случае 1N =  имеем 

1 *( , ) ( ) ( )( )u x t w t u t l x= + − , 
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2 2 2 2
1 1 * 1 1 *

1 1( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

v x t t w t x u t u t l x u t u t l   = ψ + − − − + −   
   . 

При этом уравнение (11) запишется в виде  

12 2 2
0 * 1 * 1 *2

0

1 1 1( ) 1 ( ) ( ) ( ) ( ) .
2 2

L w P t w t l u t l u t l
a

χ
χ− χ −  = − ψ + + −     

   

Далее следует подставить u  и v  в уравнение (7) и записать условие орто-
гональности полученной невязки к базисной функции *( )x l x− . Получим систе-
му двух обыкновенных дифференциальных уравнений для функций ( )w t , 1( )u t . 

3. Тепловая задача 
Математическая постановка тепловой задачи для механической систе-

мы «трубопровод – датчик давления» с учетом движения рабочей среды  
в случае, когда стенки трубопровода и чувствительный элемент датчика теп-
лоизолированы, имеет вид 

 ( )

2

2

*

*

,

0, ( ),

( , ) 0,

T T Tс u k
t x x

T t T t
T l t
x

 ∂ ∂ ∂ ρ + =  ∂ ∂  ∂
 =
∂ =
∂

  (22) 

где ( , )T x t  – закон изменения температуры рабочей среды; *( )T t  – закон из-
менения температуры на входе в трубопровод (на выходе из камеры сгора-
ния); k  – коэффициент теплопроводности среды; ρ  – плотность среды;  
c  – коэффициент теплоемкости среды. 

Функцию ( , )T x t , учитывая граничные условия системы (22), предста-
вим в виде 

 ( )
1

1
* 1 *

2
( , ) ( ) ( ) .

N
n n

n
n

T x t T t T t x nl x
+

−
−

=
= + −   (23) 

Рассмотрим случай 2N = , тогда 

 ( ) ( )2 3 2
* 1 * 2 *( , ) ( ) ( ) 2 ( ) 3T x t T t T t x l x T t x l x= + − + − . (24) 

Подставляя (24), (15) в первое уравнение системы (22), получим 

( ) ( )2 3 2
* 1 * 1 2 *( ) ( ) 2 2 ( ) ( ) ( ) 3T t T t x l x T t xw t T t x l x+ − − + − −     

( )2
2 * 1 * 2 *6 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )T t l xw t w t u t l x u t l x− + + − + − ×   

( ) ( )2 2
1 * 2 * 1 2

22 ( )( ) 3 ( )( ) ( ) 3 ( ) .kT t x l T t x l T t T t x
c

× − + − = +
ρ
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Умножая полученную невязку на *( )x l x− , 2
*( )x l x−  и интегрируя  

в пределах от 0 до *l , получим два уравнения: 

2 3 2 2
* * 1 * 2 * 1 * 2 * 1 170 49 91 140 357 42T l T l T l T w l T w l u T− − − − − −      

 ( )3 3 4
* 2 1 * 1 2 * 2 2 1 * 228 84 54 140 210 0,kl u T l u T l u T T l T

c
− − − − + =

ρ
  (25) 

2 3 2 2
* * 1 * 2 * 1 * 2 * 1 170 56 106 140 378 28T l T l T l T w l T w l u T− − − − − −      

 ( )3 3 4
* 2 1 * 1 2 * 2 2 1 * 216 60 33 140 252 0.kl u T l u T l u T T l T

c
− − − − + =

ρ
  (26) 

Таким образом, система семи уравнений (17)–(21), (25), (26) служит для 
определения семи функций ( )w t , 1( )u t , 2 ( )u t , 1( )v t , 2 ( )v t , 1( )T t , 2 ( )T t  и яв-
ляется основой для проведения численного эксперимента. Для решения в па-
кете Mathematica 12.0 система уравнений (17)–(21), (25), (26) была приведена 
к нормальному виду и решалась при нулевых начальных условиях: (0) 0w = , 

(0) 0w = , 1(0) 0u = , 2 (0) 0u = , 1(0) 0v = , 2 (0) 0v = , 1(0) 0T = , 2 (0) 0T = , что 
соответствует невозмущенному состоянию системы (состоянию покоя) в 
начальный момент времени. 

4. Численный эксперимент 
Рассмотрим пример механической системы. Рабочая среда – воздух 

( 1,225ρ = ). Другие параметры механической системы: 1,005;c = , 0,022k = ; 

0 101325P = ; 0,01m = ; 0 332a = ; 1,5χ = ; 3l = ; 810α = ; 910γ =  (все значения 
приведены в системе СИ). На рис. 2 и 3 представлены примеры численных 
расчетов при различном задании функций *( )P t , *( )T t . 

 

 
а) 

Рис. 2. Результаты численного эксперимента при 6 5
*( ) 4 10 4 10 cos6P t t= ⋅ − ⋅ , 

*( ) 1226 20cos6T t t= − : а – отклонение поршня от положения равновесия;  
б – температура рабочей среды в точке *x l=  
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б) 

Рис. 2. Окончание 
 

 
а) 

 
б) 

Рис. 3. Результаты численного эксперимента при 5 0,4
*( ) 10 ( 1)tP t e= − , 

1,8
*( ) 20 tT t e= + : а – отклонение поршня от положения равновесия;  

б – температура рабочей среды в точке *x l=  



Известия высших учебных заведений. Поволжский регион. Физико-математические науки. 2024. № 1 

 34

Заключение 
Предложена и исследована математическая модель механической си-

стемы «трубопровод – датчик давления», предназначенной для контроля дав-
ления в камере сгорания. С помощью метода Галеркина построены решения 
соответствующей начально-краевой задачи. Проведен численный экспери-
мент и получены графики перемещения чувствительного элемента датчика и 
температуры рабочей среды при различном задании законов изменения дав-
ления рабочей среды и температуры на входе в трубопровод. 
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Введение 
Наиболее естественный подход к решению задачи дифракции электро-

магнитного поля на идеально проводящем тонком ограниченном экране – све-
дение ее к решению интегрального уравнения электрического поля (electric 
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field integral equation – EFIE) на экране [1]. По-видимому, впервые это уравне-
ние было получено А. Мауэ в 1949 г. [2]. Точнее, это векторное интегро-
дифференциальное уравнение, которое имеет вид  

 ( ) 2: grad div ,  ,Lu A u k A u f xτ τ= + = ∈Ω   (1) 

где div  – операция «поверхностной» дивергенции; A  – интегральный опера-
тор, 

 ( ) ,
ik x yeA u u y ds
x y

−

τ
Ω

=
−   (2) 

u  – касательное к поверхности экрана Ω  векторное поле (плотность поверх-
ностного тока). Индекс τ  в (1), (2) показывает взятие касательных компонент 
к Ω  соответствующего поля.  

Центральной проблемой при исследовании разрешимости уравнения (1) 
является выбор пространств для решений и для правых частей таким образом, 
чтобы обеспечить фредгольмовость (и, если удастся, однозначную разреши-
мость) этого уравнения в выбранных пространствах. Кроме того, пространство 
решений должно быть достаточно широким и содержать все физически допу-
стимые поля. Такие пространства ( )W Ω  впервые были предложены в [3, 4] и 
позднее стали использоваться во всем мире при решении задач дифракции на 
экранах (в зарубежных публикациях они обычно обозначаются как 1/2 ( )divH − Ω ). 

Изучение уравнения (1) было начато уже в работе А. Мауэ [2]. Позднее 
в фундаментальной монографии [1] была доказана теорема единственности 
для решений уравнения (1) (и краевой задачи дифракции), исследовано пове-
дение дифракционных полей на бесконечности и в окрестности гладкого края 
экрана, получены аналитические решения задач дифракции на тонком диске 
и на сфере.  

Подробно интегральное уравнение электрического поля было исследо-
вано в [3–7]. Основная трудность при обосновании применимости численно-
го метода для решения уравнения состоит в том, что, как доказано в [3–7], 
оператор уравнения не является эллиптическим, поэтому известные результа-
ты о сходимости проекционных методов для решения уравнений с эллипти-
ческими операторами [8, 9] непосредственно нельзя применить. Более того, 
доказано [10], что свойства аппроксимации для базисных функций недоста-
точно для сходимости проекционного метода, если оператор уравнения неэл-
липтический.  

Далее будет показано, что в случае непоглощающей среды интеграль-
ное уравнение электрического поля не будет эллиптическим, но, тем не ме-
нее, оператор уравнения будет непрерывно обратимым. В статье рассматри-
вается только случай плоского экрана.  

1. Постановка задачи 

Пусть 2Ω⊂ R , 

,  i j
i

Ω = Ω Ω Ω =  Ø (i ≠ j) – 
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объединение конечного числа непересекающихся областей в 2R . Пусть гра-
ница \j j j∂Ω = Ω Ω  области jΩ  есть кусочно-гладкая кривая без точек са-

мопересечения, состоящая из конечного числа простых дуг класса C∞ , схо-
дящихся под углами, отличными от нулевого: Г j

j
= ∂Ω = ∂Ω . 

Рассмотрим интегро-дифференциальное уравнение (EFIE): 

 ( ) 2grad div ,  ,A u k Au f x+ = ∈Ω   (3) 

 ( ) ,
ik x yeAu u y dy
x y

−

Ω

=
−   (4) 

где 1 2( ) ( , )Tu u x u u= = , 1 2( , )x x x= , а операции «поверхностной дивергенции и 
градиента» определены так:  

1 2

1 2
div ;u uu

x x
∂ ∂= +
∂ ∂

 1 2
1 2

grad g gg e e
x x
∂ ∂= +
∂ ∂

; 

1 2,e e  – орты декартовой системы координат в 2R . 

Будем считать, что ( )f C∞∈ Ω . Это условие выполняется, если источ-
ники электромагнитного поля не лежат на поверхности экрана. Будем рас-
сматривать случай непроводящей среды: Im 0,k =  0k > .  

Для удобства исследования уравнения выполним преобразование пере-
менных 1 1 2 2: , :x kx x kx′ ′= = (переход к безразмерным переменным [7]), и, 
опуская штрих и сохраняя прежние обозначения для переменной, неизвест-
ной функции, области и правой части, получим 

 ( )grad div ,  ,A u Au f x+ = ∈Ω   (5) 

 ( ) .
i x yeAu u y dy
x y

−

Ω

=
−   (6) 

Все результаты о разрешимости уравнения (5), (6), очевидно, будут 
справедливы и для уравнения (3), (4). 

2. Пространства ( )W 2R  и ( )W Ω   

Определим скалярное произведение и норму в пространстве Соболева 

( )2sH R  обычным образом [11]: 

( ) ( ) ( )2
,   

s
su v u v d= ξ ξ ξ ξ   ,  

( )2 , ssu u u= ; ( )1
22: 1 ,ξ = + ξ  2 2 2

1 2.ξ = ξ + ξ  
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Через u  обозначено преобразование Фурье распределения u . Здесь и 
всюду ниже, где не указана область интегрирования, подразумевается инте-
грал по 2R . В дальнейшем нас будут интересовать главным образом про-
странства вектор-функций, поэтому через ,u  v  будем обозначать векторы 

( )1 2, Tu u u= , ( )1 2, Tv v v=  и т.д. При этом в записи su H∈  символ sH  уже 

понимается как декартово произведение двух экземпляров пространства sH  
со скалярным произведением и нормой: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
1 1 2 2,  ,  ,   

s
s s su v u v u v u v d= + = ξ ξ ⋅ ξ ξ   , 

( )2 22 2 2
1 2   

s
s s su u u u d= + = ξ ξ ξ  . 

Сохраним те же обозначения для пространств в векторном случае, так 
как во всех ситуациях из контекста ясно, о каком пространстве идет речь.  

Положим для любого Rs∈  [11]: 

( ) ( ){ }2:  : ;s sH u u HΩΩ = ∈ R  ( ) ( ){ }2:  : supp s sH u H uΩ = ∈ ⊂ΩR . 

Пространство ( )sH Ω  может быть получено замыканием ( )0C∞ Ω  по 
норме   s⋅ .  

Определим гильбертово пространство ( )W 2R  как пополнение 

( )0C∞ 2R  (гладких функций с компактным носителем) по норме   W⋅  

( ) ( )1 12 22   Wu u d u d
− −

= ξ ξ ξ + ξ ξ ⋅ ξ ξ    

со скалярным произведением 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
,  ( )( ) .Wu v u v d u v d

− −
= ξ ξ ⋅ ξ ξ + ξ ξ ⋅ ξ ξ ⋅ ξ ξ      

Далее, следуя [3, 4], определим гильбертово пространство ( )W Ω  как 

пополнение ( )0C∞ Ω  по той же норме   W⋅ . 

Следующие предложения описывают свойства пространств ( )W 2R  и 

( )W Ω  [3–7]. 
Утверждение 1: 

( ) ( ){ }1/2 1/2( )  : div W u H u H− −= ∈ ∈2 2 2R R R . 

Утверждение 2: 

( ) ( ){ }1/2 1/2( )  : div W u H u H− −Ω = ∈ Ω ∈ Ω  . 
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Утверждение 3. Имеют место непрерывные вложения: 

( ) ( )1/2 1/2( )H W H −Ω ⊂ Ω ⊂ Ω  , 

и оценки норм 

 01/2 1/2Wu u C u− ≤ ≤ .  (7) 

 Пусть 2 1: ( , )′ξ = ξ −ξ . Определим пространства ( )1W 2R и ( )2W 2R  как 

подпространства ( )W 2R  с условиями: 

( ) ( ){ }1 : : ( ) 0W u W u= ∈ ξ ⋅ ξ =2 2R R  ,  

( ) ( ){ }2 : : ( ) 0W u W u′= ∈ ξ ⋅ ξ =2 2R R  . 

В формулах выше равенства нулю можно понимать как равенство 
функций из ( )2L 2R  с весом 1−ξ , т.е. с точностью до эквивалентных  

функций.  
Утверждение 4. Пространство ( )W 2R  разлагается в прямую сумму 

(замкнутых) ортогональных подпространств: 

1 2( ) ( ) ( )W W W= ⊕2 2 2R R R . 

Доказательство. Пусть u g h= + , ( )1g W∈ 2R , ( )2h W∈ 2R . Тогда 

u g h= +
  , 0gξ ⋅ = , 0h′ξ ⋅ =


. Эта система уравнений имеет единственное ре-

шение 2' ( )g u− ′= ξ ξ ξ ⋅  , 2 ( )h u−= ξ ξ ξ ⋅
  . Функции g  и h  находятся с помо-

щью обратного преобразования Фурье. Нетрудно видеть, что функции g  и h  

ортогональны и принадлежат ( )W 2R , так как g u≤  , h u≤
  .  

Утверждение 5. ( )W Ω  есть замкнутое подпространство пространства 

( )W 2R , ( ) ( )W WΩ ⊂ 2R .  

3. Разрешимость интегрального уравнения электрического поля  

Умножим уравнение (5) на произвольный элемент ( )0v C∞∈ Ω  и про-
интегрируем по Ω , получим вариационное соотношение 

 ( )( ) ( ) ( )
2 ( )div , div , ,W LWA u v Au v f v Ω− + = .  (8) 

Определение 1. Элемент ( )u W∈ Ω  будем называть (обобщенным) ре-

шением уравнения (5), если для любых ( )0v С∞∈ Ω  выполняется вариацион-
ное соотношение (8). 
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Исследуем уравнение (5) в пространстве ( )W Ω , ( )u W∈ Ω , ( )f C∞∈ Ω . 

Сначала определим оператор A  на 0 ( )C∞ Ω .  
Будем рассматривать также оператор A , определяемый формулой (6), 

как псевдодифференциальный оператор (ПДО) [3–7]: 

 ( )( ) e  , ,ixAu a u d x⋅ξ= ξ ξ ξ ∈Ω


  (9) 

с символом  

 
2
1( )

1
a ξ =

ξ −
.  (10) 

Везде, где не указаны пределы интегрирования, понимаются интегра-
лы по 2R . В выражении (10) выбирается та ветвь квадратного корня, для 
которой  

 
( ) ( )2 2 2 2

22

1 Re 1 1 Re 11 .
2 11

iξ − + ξ − + ξ − − ξ −
=

ξ −ξ −
  (11) 

Представим символ ПДО (9) в другом виде: 

 1( ) ( )a b−′ ξ = ξ + ξ ,  (12) 

 3( ) ( )b g−ξ = ξ + ξ ,  (13) 

 ( )( )
i x x

xe eg F x e
x x

−
−

  
  ξ = η − −

    
,  (14) 

где Fu  – преобразование Фурье элемента u .  
Для функции 2( ) ( )g C∞ξ ∈ R  верна оценка [5, с. 63]: 

 7/2( )g C −ξ ≤ ξ .  (15) 

Несмотря на то, что символы ( )a ξ  и ( )a′ ξ  различны, они определяют 
один и тот же оператор A  (на Ω ). Мы будем использовать одно или другое 
представление по мере необходимости.  

Рассмотрим полуторалинейную форму (мы поменяли знак левой части 
уравнения по сравнению с (8)): 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), :  ( )( ) t u v a u v d a u v d= − ξ ξ ⋅ ξ ξ + ξ ξ ⋅ ξ ξ ⋅ ξ ξ     ,  (16) 

с символом ( )a ξ , определенным формулой (10).  
Вариационное соотношение (8) можно записать в виде 

( )
2 ( )( , ) , Lt u v f v Ω= − , ( )0v С∞∀ ∈ Ω . 
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Далее, ( , )t u v  на ( )W Ω  есть ограниченная полуторалинейная форма 
( , )t u v  на (комплексном) пространстве ( )W Ω : ( , ) W Wt u v C u v≤ . Тогда она 

однозначно определяет линейный ограниченный оператор : ( ) ( )T W WΩ → Ω  
по формуле [12]: 

 ( , ) ( , ) , ( ).Wt u v Tu v u W= ∀ ∈ Ω   (17) 

Ограниченность формы достаточно проверять на 0 ( )C∞ Ω , поскольку 

0 ( )C∞ Ω  плотно в W . Саму форму также достаточно определять только на 

0 ( )C∞ Ω . Очевидно, что полуторалинейная форма ( ), Wu v  порождает единич-

ный оператор : ( ) ( )I W WΩ → Ω .  
Утверждение 6. Оператор : ( ) ( )T W WΩ → Ω  является инъективным.  
Доказательство следует из теоремы о единственности решения соот-

ветствующей краевой задачи [5, 6].  
Наша цель теперь – доказать фредгольмовость оператора 

: ( ) ( )T W WΩ → Ω , представив его в виде суммы непрерывно обратимого и 
компактного операторов.  

Рассмотрим полуторалинейную форму  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), :  ( )( ) t u v a u v d a u v d′ ′ ′= − ξ ξ ⋅ ξ ξ + ξ ξ ⋅ ξ ξ ⋅ ξ ξ       (18) 

с символом ( )a′ ξ , определенным формулами (12)–(14). Представим эту фор-
му в виде суммы двух форм: 
 0( , ) ( , ) ( , )ct u v t u v t u v′ = + ,  (19) 

где  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 3
0 , :  (1 )  t u v u v d i u v d− −= − ξ ξ ⋅ ξ ξ + + ξ ξ ⋅ ξ ξ +      

( ) ( ) ( )1 3 ( )( ) u v d− −+ ξ + ξ ξ ⋅ ξ ξ ⋅ ξ ξ   , 

( ) ( ) ( ), : ( )  ct u v b u v d= − ξ ξ ⋅ ξ ξ −    

( ) ( ) ( ) ( )3(1 )  ( )( )( ) .i u v d g u v d−− + ξ ξ ⋅ ξ ξ + ξ ξ ⋅ ξ ξ ⋅ ξ ξ      

Здесь в первой форме собраны главные части символов и добавлена для 
удобства форма, определяемая вторым слагаемым. Во второй форме – 
остальные слагаемые.  

Утверждение 7. Оператор : ( ) ( )cT W WΩ → Ω , порождаемый формой 
( , )ct u v , является ограниченным и компактным. 

Доказательство. Из оценок (13) и (15) получаем, что  

( ) 1 1/2( , ) ,c c Wt u v T u v C u v− −= ≤ . 
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Полагая в этой оценке cv T u= , находим, что (см. (7)): 

2
1 11/2c c cW WT u C u T u C u T u− −−≤ ≤ , 

откуда имеем 

1c WT u C u −≤ . 

Пусть nu u→ , n →∞  слабо в ( )W Ω . В силу непрерывности вложения 

( ) ( )1/2W H −Ω ⊂ Ω  (утверждение 3) и компактности вложения 

( ) ( )1/2 1H H− −Ω ⊂ Ω   (см. [11]) имеем nu u→ , n →∞  сильно в ( )1H − Ω , и, 

из последней оценки заключаем, что c n cT u T u→ , n→∞  сильно в ( )W Ω , по-
этому оператор ( ) ( ):cT W WΩ → Ω  компактен.   

Рассмотрим форму 0( , )t u v . Сначала будем ее рассматривать на более 

широком пространстве ( )W 2R . Легко видеть, что 0 ( , )t u v  определена на 

( )W 2R  и является ограниченной полуторалинейной формой на (комплекс-

ном) пространстве ( )W 2R : 0 ( , ) W Wt u v C u v≤ . Тогда она однозначно 

определяет линейный ограниченный оператор : ( ) ( )rT W W→2 2R R  по фор-
муле [12]: 

 0 ( , ) ( , ) , ( ).r Wt u v T u v u W= ∀ ∈ 2R   (20) 

Ограниченность формы достаточно проверять на 0 ( )C∞ 2R , поскольку 

0 ( )C∞ 2R  плотно в ( )W 2R . Саму форму также достаточно определять только 

на 0 ( )C∞ 2R . Очевидно, что полуторалинейная форма ( ), Wu v  порождает 

единичный оператор : ( ) ( )I W W→2 2R R .  

Пусть ( )1u W∈ 2R , ( )2v W∈ 2R . Тогда имеем ( , ) ( , ) 0r WT u v t u v= = , по-

этому 2 ( )rT u W⊥ 2R  и 1( )rT u W∈ 2R  в силу утверждения 4. Таким образом, 

1( )W 2R  является инвариантным подпространством для оператора rT . Пере-

становка индексов 1 2↔ доказывает, что 2 ( )W 2R  также является инвариант-
ным подпространством для rT . Получаем разложение 

 1 1 1

2 2 2

0 ( ) ( )
:

0 ( ) ( )
r

T W W
T

T W W

        = →          

2 2

2 2
R R

R R
  (21) 

с операторами : ( ) ( )j j jT W W→2 2R R , 1,2j = , порождаемыми сужением 

формы 0( , )t u v  на ( )jW 2R : 
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( ) ( ) ( )1
1 3

1 1 1( , ) ( , ) (1 )  , ( ),WT u v t u v i u v d v W− −= = − ξ + + ξ ξ ⋅ ξ ξ ∀ ∈ 2R   

( )(2
1 3 12

2 2( , ) ( , )WT u v t u v − − −= = ξ ξ + ξ − ξ +  

) ( ) ( )3
2(1 )  , ( )i u v d v W−+ + ξ ξ ⋅ ξ ξ ∀ ∈ 2R  , 

или, после преобразования, 

( ) ( ) ( )32
1 1( , )  , ( )t u v i u v d v W−= −ξ + ξ ξ ⋅ ξ ξ ∀ ∈ 2R  , 

( ) ( ) ( )1 32
2 2( , )  , ( )t u v i u v d v W− −= ξ ξ + ξ ξ ⋅ ξ ξ ∀ ∈ 2R  . 

Здесь мы воспользовались тождеством  

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 u v u v u v′ ′ξ ξ ⋅ ξ = ξ ⋅ ξ ξ ⋅ ξ + ξ ⋅ ξ ξ ⋅ ξ      . 

Рассмотрим квадратичную форму 
11 1 1( , ) ( , ), ( )WT u u t u u u W= ∈ 2R . Имеем 

( ) ( ) 232
1( , )  t u u i u d−= −ξ + ξ ξ ξ  , 

тогда 

( ) ( )2 22 3 2 3 22
1( , ) ( ) ( )t u u u d u d− −= ξ ξ ξ ξ + ξ ξ ξ ≥    

( )23 2 3 221 ( ) ( )
2

u d u d− −≥ ξ ξ ξ ξ + ξ ξ ξ =   ( )21 2 41 1( )
2 2 Wu d u−ξ ξ ξ ≥  . 

Таким образом, 2
1

1( , ) ,
2 Wt u u u≥  1( )u W∈ 2R , поэтому оператор 

1 1 1: ( ) ( )T W W→2 2R R  является коэрцитивным [9] и, следовательно, непре-
рывно обратимым.  

Далее рассмотрим квадратичную форму 
22 2( , ) ( , ),WT u u t u u=  

2 ( )u W∈ 2R . Имеем ( ) ( ) 21 32
2( , )t u u i u d− −= ξ ξ + ξ ξ ξ  . 

Тогда 

( )( ) ( )( )2 22 22 1 32
2 ( , )t u u u d u d− −= ξ ξ ξ ξ + ξ ξ ξ ≥    

( ) ( )( )22 21 321
2

u d u d− −≥ ξ ξ ξ ξ + ξ ξ ξ =    

( ) ( )( )222 121
2

u d− −= ξ + ξ ξ ξ ξ =  ( )22 41 1( )
8 8 Wu d uξ ξ ξ >  . 
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Таким образом, 2
2

1( , ) ,
2 2 Wt u u u≥  2 ( )u W∈ 2R , поэтому оператор 

2 2 2: ( ) ( )T W W→2 2R R  является коэрцитивным [9] и, следовательно, непре-
рывно обратимым.  

Объединяя полученные результаты и учитывая разложение (21), полу-
чаем 

Утверждение 8. Оператор : ( ) ( )rT W W→2 2R R , порождаемый формой 

0( , )t u v , является непрерывно обратимым.  
Из утверждения 8 следует [13, с. 121] оценка  

 r W WT u m u≥ , 0m > ,  (22) 

для некоторого m .  
Вернемся к рассмотрению оператора 0 : ( ) ( )T W WΩ → Ω , порождаемого 

той же формой 0( , )t u v , но на пространстве ( )W Ω . Поскольку ( )W Ω  есть 

(замкнутое) подпространство ( )W 2R , из утверждения 8 следует 
Лемма 1. Для оператора 0 : ( ) ( )T W WΩ → Ω , порождаемого формой 

0( , )t u v , верна оценка 

 0 WWT u m u≥ , 0m > ,  (23) 

для некоторого m .  
Далее докажем следующий результат. 
Лемма 2. Оператор 0 : ( ) ( )T W WΩ → Ω  является инъективным.  
Доказательство. Вычисляя мнимую часть квадратичной формы 

0( , )t u u , имеем 

( ) ( ) 23
0Im , 0t u u u d−= ξ ξ ξ >   

при 0u ≠  (как элемент пространства ( )W Ω ). Поэтому уравнение 0 0T u =  
имеет только тривиальное решение в ( )W Ω . 

Сопряженный к 0T  оператор *
0 : ( ) ( )T W WΩ → Ω определяется сопря-

женной формой  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 3*
0 , :  (1 )  t u v u v d i u v d− −= − ξ ξ ⋅ ξ ξ + − ξ ξ ⋅ ξ ξ +      

( ) ( ) ( )1 3 ( )( ) u v d− −+ ξ + ξ ξ ⋅ ξ ξ ⋅ ξ ξ   , 

для которой имеем  

( ) ( ) 23
0Im , 0t u u u d−= ξ ξ ξ >   

при 0u ≠  (как элемент пространства ( )W Ω ). Поэтому верна 
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Лемма 3. Ядро оператора *
0 : ( ) ( )T W WΩ → Ω состоит только из нулево-

го элемента, *
0ker {0}T = . 

Теперь все готово, чтобы доказать основной результат статьи. 
Теорема 1. Оператор : ( ) ( )T W WΩ → Ω  является непрерывно  

обратимым.  
Доказательство. Из леммы 1 (оценки (23)) следует [13, c. 210], что об-

ласть значений оператора 0 : ( ) ( )T W WΩ → Ω  замкнута. Тогда, по теореме Ха-
усдорфа [13, c. 205], оператор 0T  нормально разрешим. По лемме 3 получаем 
[13, c. 205], что уравнение 0T u f= , ( )u W∈ Ω , однозначно разрешимо для 
любой правой части ( )f W∈ Ω . Таким образом, доказано, что оператор 

0 : ( ) ( )T W WΩ → Ω  непрерывно обратим.  
Тогда оператор : ( ) ( )T W WΩ → Ω  является суммой непрерывно обра-

тимого оператора 0T  и компактного оператора cT  (утверждение 7), 

0 cT T T= + . Значит, оператор T  фредгольмов (с нулевым индексом)  
[13, c. 206]. Тогда из инъективности оператора T  (утверждение 6) и альтер-
нативы Фредгольма [13, c. 206] получаем, что оператор : ( ) ( )T W WΩ → Ω  
непрерывно обратим.  

В силу теоремы 1 получаем следующее утверждение.  
Следствие 1. Обобщенное решение ( )u W∈ Ω  уравнения (5) (и (3)) су-

ществует и единственно при любой правой части ( )f C∞∈ Ω . 

Заключение 
Доказана непрерывная обратимость оператора уравнения электриче-

ского поля в случае плоского экрана и непоглощающих сред, т.е. при условии 
Im 0k = . Применен метод квадратичных форм. В отличие от [5, 6], разложе-
ние пространства ( )W Ω  на подпространства не использовалось.  
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О нелокальных бифуркациях в двухпараметрических семействах  
векторных полей на плоскости с инволютивной симметрией 

В. Ш. Ройтенберг 

Ярославский государственный технический университет, Ярославль, Россия 
vroitenberg@mail.ru 

1 
Аннотация. Актуальность и цели. Исследование динамических систем, инвариант-
ных относительно разных групп преобразований, важно как для теории дифференци-
альных уравнений, так и для ее приложений. Локальные бифуркации в типичных 
двухпараметрических семействах динамических систем, задаваемых векторными по-
лями, инвариантными относительно инволюции плоскости, имеющей прямую из  
неподвижных точек, были описаны Х. Жолондеком. Целью настоящей работы явля-
ется исследование некоторых нелокальных бифуркаций в таких семействах. Мате-
риалы и методы. Применяются метод точечных отображений и другие методы каче-
ственной теории дифференциальных уравнений. Результаты. Рассматривается ти-
пичное двухпараметрическое семейство векторных полей на плоскости с симметрией 
относительно оси x. Предполагается, что при нулевом значении параметра поле име-
ет грубое седло, слабое седло, лежащие на оси х, и два симметричных контура, обра-
зованные сепаратрисами этих седел. Получена бифуркационная диаграмма – разбие-
ние окрестности нуля на плоскости параметров по типам фазовых портретов  
в окрестности полицикла, составленного из указанных контуров. В частности, пока-
зано, что из каждого контура может родиться по одному устойчивому грубому пре-
дельному циклу. Выводы. Описан один из возможных сценариев возникновения 
устойчивых периодических колебаний при изменении параметров динамической си-
стемы с инволютивной симметрией.  
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ная симметрия, седло, слабое седло, сепаратрисный контур, предельный цикл, би-
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Abstract. Background. The study of dynamical systems that are invariant with respect to 
different groups of transformations is important both for the theory of differential equations 
and for its applications. Local bifurcations in generic two-parameter families of dynamical 
systems defined by vector fields invariant under the involution of a plane having a line of 
fixed points were described by H. Zholondek. The purpose of this research is to study some 
nonlocal bifurcations in such families. Materials and methods. The method of point map-
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pings and other methods of the qualitative theory of differential equations are applied. Re-
sults. We consider a generic two-parameter family of planar vector fields with symmetry 
about the x-axis. It is assumed that at a zero value of the parameter, the field has a rough 
saddle, a weak saddle lying on the x axis, and two symmetrical contours formed by the sep-
aratrices of these saddles. A bifurcation diagram is obtained – a partition of the neighbor-
hood of zero on the parameter plane by types of phase portraits in the neighborhood of a 
polycycle composed of these contours. In particular, we show that one stable rough limit 
cycle can be born from each contour. Conclusions. One of the possible scenarios for the oc-
currence of stable periodic oscillations when changing the parameters of a dynamical sys-
tem with involutive symmetry is described. 
Keywords: planar vector field, dynamical system, saddle, involutive symmetry, saddle, 
weak saddle, the separatrix contour, limit cycle, bifurcation diagram 
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Введение 
Изучение динамических систем с различного рода симметрией инте-

ресно с теоретической точки зрения и полезно для приложений. Имеется ряд 
работ, в которых рассматриваются бифуркации таких систем [1–8]. В основ-
ном изучались бифуркации положений равновесия и периодических траекто-
рий. Нелокальные бифуркации рассматривались в [8] для систем на плоско-
сти с центральной симметрией. Однако естественно рассматривать нелокаль-
ные бифуркации и для систем с другими симметриями.  

Обозначим X ( )r M  – банахово пространство rC -векторных полей  

с rC -нормой ( 3r ≥ ), заданных в круге 2 2 2
1 2 1 2: {( , ) : 1}M x x x x= ∈ + ≤R ,  

а X ( )r
R M  – его подпространство, состоящее из векторных полей 

2:X M TM→ = R , инвариантных относительно инволюции 1 2: ( , )R x x   

1 2( , )x x− , т.е. таких, что X R R X=  .  
Пусть 1 2 1 1 2 1 2 1 2 2( , ) ( , , ) / ( , , ) /X x x P x x x P x x xε = ε ∂ ∂ + ε ∂ ∂  – семейство век-

торных полей из X ( )r
R M , rC -гладко зависящих от точки 1 2( , )x x  и парамет-

ра 2
1 2( , )ε = ε ε ∈R . Вследствие симметрии 1 1 2 1 1 2( , , ) ( , , )P x x P x x− ε = ε , 

2 1 2 2 1 2( , , ) ( , , )P x x P x x− ε = − ε , а прямая 2: 0F x = , инвариантна для всех полей 
семейства и разбивает M  на два инвариантных множества: 

1 2 2{( , ) : 0}M x x x+ = >  и 1 2 2{( , ) : 0}M x x x− = < .  
Локальные бифуркации в типичных семействах таких полей изучены 

Х. Жолондеком в [3]. Мы опишем некоторые нелокальные бифуркации.  
Предположим, что поле 0X  имеет негрубое седло 0 0

1 1( ,0)O s= , грубое 

седло 0 0
2 2( ,0)O s= , 0 0

1 2s s< , открытая дуга 0 0
1 2( )O O  прямой F  является их 

общей сепаратрисой, и, кроме того, существуют еще две симметричных сепа-
ратрисы, соединяющие эти седла. Поскольку поле 0X  имеет ко-размерность 2 

в пространстве X ( )r
R M , то естественно рассматривать его бифуркации  
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в двухпараметрическом семействе Xε  «общего положения». Заметим, что в 

пространстве X ( )r M  векторное поле 0X  имеет более высокую ко-размер-

ность и его бифуркации в X ( )r M  следует изучать в семействах векторных 
полей с большим числом параметров. Но исследование бифуркаций сепара-
трисных контуров рассматриваемого вида в семействах векторных полей из 
X ( )r M  с числом параметров 3≥  не проводилось.  

1. Контуры из сепаратрис седла и слабого седла. Выбор параметров 

Симметрия поля 0X  влечет диагональность матрицы линейной части 

поля в точках 0
kO : ( )0 0 0

1 2( ,0,0) / diag ( , )i k j k kP s x∂ ∂ = λ λ . Пусть 0
11 0,λ ≠  0

12 0λ = . 

Тогда при ε , достаточно близких к нулю, поле Xε  имеет (центральное) ин-

вариантное многообразие ( )cW ε , задаваемое в окрестности точки 0
1O  урав-

нением 1 2( , )x w x= ε , 2 ( , )x l l∈ − , где rw C∈ , 0
1(0,0)w s= , 2(0,0) / 0w x∂ ∂ =  

[9]. Если ограничение поля 0X  на (0)cW  имеет вид 3 3
2 2 2( ( )) /bx o x x+ ∂ ∂ , где 

0
11 0bλ < , то особая точка 0

1O  называется слабым (по направлению оси 2x ) 

седлом. Будем считать 0
11 0λ < , 0b > . Тогда точка 0

1O  имеет две выходящие 

сепаратрисы, принадлежащие (0)cW , и две входящие сепаратрисы, принад-

лежащие F . Из работы [9, с. 293–294] следует, что существует такая rC -
замена координат 

1 1( , , )x g x y= ε , 2 2 ( , , )x g x y= ε , 2( , )x y ∈R , 2( , )∗ ∗ε∈ −δ δ ,  

1 1( , , ) ( , , )g x y g x y− ε ≡ ε , 2 2( , , ) ( , , )g x y g x y− ε ≡ − ε ,  

0
1 1(0,0,0)g s= , 2sgn ( , , ) sgng x y xε = , 

что в координатах ,x y  центральное многообразие ( )cW ε  задается уравнени-
ем 0y = , а линия F  – уравнением 0x = , причем при 0ε =  точки F  с коор-

динатой 0y >  лежат на 0 0
1 2( )O O , поле Xε  имеет вид  

( , ) ( , ) / ( , , ) /X x y P x x Q x y yε = ε ∂ ∂ + ε ∂ ∂ , 

где 
3

1( , ) ( ) ( ( , ))P x a x b r x xε = ε + + ε , (0) 0a = ,  

 1r C∈ , 1(0,0) 0r = , ( ,0, ) 0Q x ε ≡ , 0
11(0,0,0)yQ′ = λ .  (1) 

Пусть выполняются следующие условия. 
Условие А1. Точка 0

1O – слабое (по направлению оси 2x ) седло, точка 
0
2O  – грубое седло. Открытая дуга 0 0

1 2( )O O  прямой F  между 0
1O  точками 0

1O  



Известия высших учебных заведений. Поволжский регион. Физико-математические науки. 2024. № 1 

 54

и 0
2O  является входящей сепаратрисой слабого седла 0

1O  и выходящей сепа-

ратрисой седла 0
2O . Одна из выходящих сепаратрис слабого седла 0

1O  при-

надлежит int M+  и является входящей сепаратрисой седла 0
2O .  

При ,ε  достаточно близких к нулю, Xε  имеет седло 2( )O Fε ∈  с соб-

ственными значениями матрицы линейной части 21( ) 0λ ε > , 22 ( ) 0λ ε < , 
1

2 ( )k Cλ ⋅ ∈ , 0
2 2(0)k kλ = λ , 1,2k = , локальные неустойчивое и устойчивое ин-

вариантные многообразия которого задаются соответственно уравнениями 

2 0x =  и 1 1 2( , )x w x= ε , где 1( , ) rw C⋅ ⋅ ∈ , 1 2 1 2( , ) ( , )w x w x− ε = ε , 0
1 2(0,0)w s= . 

Сделаем rC -замену координат 1 2 1( , )w x xξ = ε − , 2xη = , выпрямляющую 
устойчивое инвариантное многообразие. В новых координатах получаем 

 0 0
21 1 22 2( ( , , )) / ( ( , , )) /X q qε = λ + ξ η ε ξ∂ ∂ξ + λ + ξ η ε η∂ ∂η ,  (2) 

где kq  – непрерывные функции, (0,0,0) 0kq = , 1,2k = , причем при 0ε =  

точки с координатами 0η = , 0ξ >  лежат на дуге 0 0
1 2( )O O . 

Обозначим 3lε  – открытую дугу, задаваемую в координатах ,ξ  η  усло-
виями dη = , d d− < ξ < , где 0d > , и параметризованную координатой ξ . 

Если ε  достаточно близко к нулю, то центральное многообразие ( )cW ε  пе-

ресекает дугу 3lε  в точке с параметром ( )pξ = ε , где 1( )p C⋅ ∈ , (0) 0p = .  
Пусть теперь выполняется и следующее условие. 
Условие А2. Производные (0)a′  и (0)p′  – линейно независимы, т.е. 

1 2 2 1
(0) (0) (0) (0) 0a p a pε ε ε ε′ ′ ′ ′− ≠ . 

Это условие не зависит от произвола в выборе ( )cW ε  и 3lε .  
Сделав замену параметров 1 ( )aε = ε , 2 ( )pε = ε  и сохранив их прежние 

обозначения, можно считать, что  
  1( )a ε = ε , 2( )p ε = ε .  (3) 

Пусть 0 intL M+ +⊂ – сепаратриса, идущая из седла 0
1O  в седло 0

2O . Из-

за симметрии 0 0: ( )L R L− +=  – также сепаратриса, идущая из седла 0
1O  в седло 

0
2O . Обозначим 0 0 0 0 0 0

1 2 1 2: ( ) { , }L O O O O± ±Γ = ∪ ∪ , 0 0 0: + −Γ = Γ ∪Γ .  

2. Формулировка результатов 
Теорема. Пусть выполняются условия А1 и А2. Тогда существуют чис-

ла 0δ > , 0 0δ > , окрестность U  полицикла 0Γ , ( )R U U= , и разбиение обла-
сти параметров 0 0( , ) ( , )Ε = −δ δ × −δ δ  на множества (рис. 1): 

0 {(0,0)}Β = , 1 (0, ) {0}Β = δ × ,  

2 0{0} (0, )Β = × δ , 3 1 2 1 2{( , ) : ( )}Β = ε ε ε = β ε , 
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где  

0: (0, ) ( ,0)β δ → −δ , 1Cβ∈ , ( 0) 0β + = , 4 ( ,0) {0}Β = −δ × , 5 0{0} ( ,0)Β = × −δ ,  

1 0(0, ) ( ,0)Ε = δ × −δ , 2 0(0, ) (0, )Ε = δ × δ , 3 1 2 2 1{( , ) : ( ) 0}Ε = ε ε β ε < ε < ,  

4 1 2 1 2{( , ) : ( )}Ε = ε ε − δ < ε < β ε , 5 0( ,0) ( ,0)Ε = −δ × −δ  

такие, что поле Xε , ε∈Ε , имеет в U : 
• только следующие особые точки: 
– седло 2( )O ε  при всех ε∈Ε , а также  

– слабое седло 0
1O  (соотв. 1( )O Fε ∈ ) при 0ε =  (соотв. 2 5ε∈Β ∪Β ), 

– грубое седло 1( )O Fε ∈  при 1 1 2ε∈Ε ∪Β ∪Ε , 
– два симметричных грубых седла ( )O M± ±ε ∈  и грубый узел 1( )O Fε ∈  

при 3 3 4 4 5ε∈Ε ∪Β ∪Ε ∪Β ∪Ε ; 
• следующие нетривиальные неблуждающие множества: 
– два симметричных грубых устойчивых предельных цикла при 

2 2 3ε∈Ε ∪Β ∪Ε , 
– два симметричных устойчивых контура, образованных сепаратрисами 

седел 0
1O  (соотв. 1( )O ε ) и 2 ( )O ε  при 0ε =  (соотв. 1ε∈Β ), 

– две симметричные устойчивые петли сепаратрис седел ( )O± ε  при 

3ε∈Β . 
Доказательство теоремы приведено в разд. 3–5. В силу симметрии век-

торных полей Xε  достаточно описать поведение их траекторий в окрестно-

сти контура 0
+Γ  в M+ . 

3. Отображения соответствия. Оценки времени перехода по траекториям 

Пусть 1Gε , 2( , )′ ′ε∈ −δ δ , – область в M , задаваемая в координатах ,x y  
неравенствами 2 , 2x d y d< < , где 0d >  и 0′δ >  выбраны столь малыми, 

чтобы в 1Gε  выполнялось неравенство  

 0 0 0
1 2 0 1 1 2 11 11| div ( , ) div ( ,0) | | div ( , ) | | | /10X x x X s X x xε ε− = − λ < λ .  (4) 

 Вследствие (1) и (3) для любого числа d , при котором выполняется 
(4), можно выбрать число 1 (0, )′δ ∈ δ  так, что уравнение ( , ) 0P x ε =  на интер-
вале ( 2 ,2 )d d− , помимо корня 0x = , имеет при 1 1 1( ,0] ( , )ε∈ −δ × −δ δ  еще два 

корня ( )1 2| |,x x= ± ε ε , где ( , )x ⋅ ⋅  – 1C -функция,  

 2(0, ) 0x ε = , 
22 0( , ) 1 / 0x bμ μ=ε =′ μ ε = > ,  (5) 

а при 1 1 1(0, ) ( , )ε∈ δ × −δ δ  не имело корней. Тогда поле Xε  имеет в 1Gε  три 

особых точки, принадлежащие ( )cW ε : 1( )O ε  с координатами 0x y= =  и 



Известия высших учебных заведений. Поволжский регион. Физико-математические науки. 2024. № 1 

 56

( )O± ε  с координатами ( )1 2| |,x x= ± ε ε  и 0y =  при 1 1( ,0)ε ∈ −δ , и одну 

особую точку 1( )O ε  с координатами 0x y= =  при 1 1[0, )ε ∈ δ . Мы можем 
считать 1δ  столь малым, что 1( )O ε – устойчивый узел при 1 1( ,0)ε ∈ −δ  и сед-
ло (слабое седло) при 1 1(0, )ε ∈ δ  (при 1 0ε = ), а ( )O± ε – грубые седла. Ввиду 
(1) можно также считать, что 

 ( , , ) 0Q x y ε <  при всех ( 2 ,2 )x d d∈ − , (0,2 )y d∈ , 2
1 1( , )ε∈ −δ δ .  (6) 

 

 

 
Рис. 1. Бифуркации в семействе векторных полей с условиями (А1) и (А2)  
 
Далее мы уточним выбор чисел d  и 1δ . Пусть  

( )1 2( ) : | |,u x+ ε = ε ε  при 1 1 1( ,0) ( , )ε∈ −δ × −δ δ   

 и ( ) : 0u+ ε =  при 1 1 1[0, ) ( , )ε∈ δ × −δ δ .  (7) 

Обозначим 1lε  (соотв. 2lε ) открытую дугу в 1Gε , задаваемую в координа-
тах ,x y  условиями y d= , d x d− < <  (соотв. x d= , d y d− < < ) и параметри-
зованную параметром x  (соотв. y ). Вследствие (6) и неравенства ( , ) 0P x ε >  
для ( )x u+> ε  положительная полутраектория поля Xε , начинающаяся в точ-
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ке 1
1A lε∈  с параметром ( )u u+> ε , пересекает дугу 2lε  в точке 2A  с парамет-

ром 1( , ) 0y u= ϕ ε > , где 1
1( , ) rC −ϕ ⋅ ⋅ ∈ , 1( ( ) 0, ) 0u+ϕ ε + ε = , время перехода по 

траекториям поля от точки 1A  до точки 2A  – 1( , ) / ( , )
d

u
T u dx P xε = ε . Зададим 

число  

 0 0 0 0
21 22 11 22| | /( )N > λ + λ λ λ .  (8) 

Из выражений (1) и (3) следует, что d  и 1δ  можно считать выбранны-
ми так, что при рассматриваемых ( , )x ε  0 ( , ) / 2P x x N< ε ≤ , тогда  

 1( , ) 2 (ln ln )T u N u dε ≥ − − .  (9) 

Зададим число 0 0,1< α < . Пусть 2Gε  – область в M , задаваемая в ко-

ординатах ,ξ η  в окрестности 2 ( )O ε , 2( , )′ ′ε∈ −δ δ , неравенствами 
2 , 2d dξ < η < , где d  и 1δ  можно считать теми же, что были выбраны для 

области 1Gε  и столь малыми, что для 2
1 2( , )x x Gε∈ , 2( , )′ ′ε∈ −δ δ , имеем 

0 0 0 0 0
1 2 0 2 1 2 21 22 21 22div ( , ) div ( ,0) div ( , ) ( )X x x X s X x xε ε− = − λ + λ < α λ + λ , (10) 

 0
2| ( , , ) | | |k kq x y ε ≤ α λ  при 2 , 2x d y d< < , 2( , )′ ′ε∈ −δ δ , 1,2k = .  (11) 

Обозначим 4lε  – открытую дугу в 2Gε , задаваемую в координатах ,ξ η  
условиями dξ = , d d− < η < , и параметризированную параметром η . Дуга 

3lε , задаваемая условиями dη = , d d− < ξ < , уже была введена выше. Из вы-
ражений (2) и (11) следует, что отрицательная полутраектория поля Xε , 

начинающаяся в точке 4
1B lε∈  с параметром 0v > , задается в 2Gε  уравнением 

( , , )vξ = Ξ η ε , [ ,2 )v dη∈ , где Ξ  – 1C -функция, ( , , ) 0x vΞ ε > , ( , 0, ) 0xΞ + ε = , 

пересекает дугу 3lε  в точке 2B  с параметром 2 ( , ) ( , , )v d vξ = ϕ ε = Ξ ε , а время 
перехода по траекториям поля от 2B  до 1B  определяется соотношением: 

 3 0 0
22 2 22

1( , ) (ln ln )
( ( ( , , ), , )) (1 )

d

v

dT v v d
q v

ηε = − ≤ −
λ + Ξ η ε η ε η −α λ .  (12) 

При достаточно малых 0σ >  и 2 1(0, ]δ ∈ δ  отрицательная полутраекто-

рия поля Xε , 2
2 2[ , ]ε∈ −δ δ , начинающаяся в точке дуги 1lε  с параметром 

[0, ]u∈ σ  первый раз пересечет дугу 4lε  в точке с параметром 1( , )uη = ψ ε  че-

рез время 4 ( , )T u− ε , где 1
1 4,T Cψ ∈ , 1(0, ) 0ψ ε ≡ , 1( ) ( , ) 0u u′ψ ε > . Тогда 

4 ( , )T u ε  и 1 ( , )u u′ψ ε  ограничены. Тем самым при некотором 0K >  имеем 

1/ ( , )u K u Ku≤ ψ ε ≤ , 40 ( , )T u K< ε ≤  для всех [0, ]u∈ σ , 2
2 2[ , ]ε∈ −δ δ . (13) 



Известия высших учебных заведений. Поволжский регион. Физико-математические науки. 2024. № 1 

 58

Мы можем также считать, что при выбранных σ , 2δ  и K  положитель-

ная полутраектория поля Xε , 2
2 2[ , ]ε∈ −δ δ , начинающаяся в точке дуги 2lε   

с параметром [0, ]y∈ σ , первый раз пересечет дугу 3lε  в точке 2 ( , )yψ ε , где 
1

2 Cψ ∈ , 2 ( , ) 0y y′ψ ε > , 2 2(0, ) ( )pψ ε = ε = ε , через время 2( , )T y ε : 

  20 ( , )T y K< ε ≤ .  (14) 

Отображение 1 1
1 2 2 1( , ) : ( ( ( ( , ), ), ), )f − −⋅ ε = ψ ϕ ψ ϕ ⋅ ε ε ε ε , где 1

2 ( , )−ϕ ⋅ ε  и 
1

1 ( , )−ψ ⋅ ε – отображения, обратные соответственно к 2 ( , )ϕ ⋅ ε  и 1 ( , )ψ ⋅ ε , являет-

ся отображением последования по траекториям поля Xε  на части дуги 1lε . 
Далее мы уточним его область определения в зависимости от параметра ε . 

4. Устойчивость рождающихся циклов 

Лемма. Существуют числа 0ρ >  и 2(0, )δ∈ δ  такие, что замкнутая тра-

ектория поля Xε , 2( , )ε∈ −δ δ , проходящая через точку дуги 1lε  с параметром 
(0, )u∈ ρ , является грубым устойчивым предельным циклом.  

Доказательство леммы. Пусть указанная замкнутая траектория ( )L uε  
имеет период T  и задается уравнениями ˆ ( )k kx x t= , [0, ]t T∈ , 1,2k = , где 

1
1 2ˆ ˆ( (0), (0))x x lε∈ . Тогда получаем ее характеристический показатель [10, с. 

126]: 

 1
1 2

0

ˆ ˆ( ( )) = div ( ( ), ( ))
T

TL u X x t x t dtε εχ  .  (15) 

При достаточно малых ρ  и δ  траектория ( )L uε  последовательно пере-

секает дуги 2lε , 3lε , 4lε  и 1lε  соответственно в моменты  

1 1( , )t T u= ε , 2 1 2 1( , ) ( ( , ), )t T u T u= ε + ϕ ε ε ,  

3 1 2 1 3 1( , ) ( ( , ), ) ( ( , ), )t T u T u T u= ε + ϕ ε ε + ψ ε ε   

и 1 2 1 3 1 4( , ) ( ( , ), ) ( ( , ), ) ( , )T T u T u T u T u= ε + ϕ ε ε + ψ ε ε + ε . 

Из выражений (4), (9), (10) и (12)–(14) получаем, обозначив 

2[ , ]
max max | div ( ) |

z M
D X zε

∈′ ′ε∈ −δ δ
= , 

2

1

1 2 2 1ˆ ˆdiv ( ( ), ( )) ( ( , ), )
t

t

X x t x t dt DT u DKε ≤ ϕ ε ε ≤ ,  

3

1 2 4ˆ ˆdiv ( ( ), ( )) ( , )
T

t

X x t x t dt T u DKε ≤ ε ≤ , 
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3

2

0 0
1 2 21 22 3 1ˆ ˆdiv ( ( ), ( )) (1 ) | | ( ( , ), )

t

t

X x t x t dt T uε ≤ + α λ + λ ψ ε ε ≤  

0 0
21 22

0
22

| |1 | (ln ln ln )
1

u K dλ + λ+ α≤ + −
−α λ

, 

1 0 0
11 11

1 2 1
0

9 9ˆ ˆdiv ( ( ), ( )) ( , ) (ln ln )
10 5

t
X x t x t dt T u N u dε

λ λ≤ ε ≤ − − , 

 1 2 1 2
0

ˆ ˆdiv ( ( ), ( )) ln
T

X x t x t dt C u Cε ≤ + ,  (16) 

где 2C  не зависит от u  и ε , а 
0 0 0
11 21 22

1 0
22

9 | |1
5 1

C Nλ λ + λ+ α= − +
−α λ

. Вследствие 

неравенства 0 0,1< α <  и (8) имеем 1 0C > . Так как 
0

lim ln
u

u
→+

= −∞ , то из (15) 

и (16) получаем, что 0ρ >  можно выбрать так, что ( ( )) 0L uεχ < , если 
(0, )u∈ ρ . Но это означает грубость и устойчивость цикла ( )L uε . 

5. Получение бифуркационной диаграммы 
Мы можем считать, что отображение ( ,0)f ⋅  определено на (0, ]ρ , где  

ρ  выбрано согласно лемме, при этом ( 0,0) 0f + = . Покажем, что все траекто-

рии поля 0X , проходящие через точки дуги 1
0l  с параметром (0, ]u∈ ρ ,  

ω -предельны к контуру 0
+Γ , что равносильно неравенству ( ,0)f u u< . Пусть 

это не так. При сделанном предположении либо 0 0( ,0)f u u>  для всех 

0 (0, )u ∈ ρ , либо ( ,0)f u u∗ ∗=  при некотором (0, )v∗ ∈ ρ . Из леммы следует, 
что 0 ( ,0) 1uf u∗′< <  и потому 0 0( ,0)f u u>  при некотором 0 (0, )u u∗∈ . В обо-
их случаях фиксируем число 0u . Тогда при ε , близких к нулю, имеем 

 0 0( , )f u uε > .  (17) 

Пусть 2(0, )ε = ε , где 2 0ε <  – достаточно близко к нулю. Так как 

2 2(0, ) ( ) 0pψ ε = ε = ε < , то ( , )f ⋅ ε  определено на ˆ( ( ), )u ε ρ , где 
1 1

1 2ˆ( ) ( (0, ), ) 0u − −ε = ϕ ψ ε ε > , и  

 ˆ ˆ( ( ) 0, ) 0 ( )f u uε + ε = < ε .  (18) 

Из (17) и (18) следует, что существует ˆ( ( ), )u u∈ ε ρ  такое, что 
( , )f u uε = . Согласно лемме 0 ( , ) 1uf u′< ε < . Вместе с (17) и (18) это влечет 

существование у ( , )f ⋅ ε  еще двух неподвижных точек, в противоречие  
с утверждением леммы. Итак, сделанное предположение неверно и все траек-
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тории поля 0X , проходящие через точки дуги 1
0l  с параметром (0, )u∈ ρ ,  

ω -предельны к контуру 0
+Γ . 

Так как ( ,0)f ρ < ρ , то δ  можно считать выбранным так, что ( , )f ρ ε  

определено при 2( , )ε∈ −δ δ и  

 ( , )f ρ ε < ρ  для всех 2( , )ε∈ −δ δ .  (19) 

Обозначим 1
,lε ρ  – часть дуги 1lε , состоящую из точек с параметром 

(0, ]u∈ ρ . 

Из неравенства ( ,0)f ρ < ρ  следует, что через точку 1
0l  с параметром 

( ,0)x f= ρ  можно провести замкнутую трансверсаль in M+ +Γ ⊂  к траектори-

ям поля 0X . Выберем во внешней компоненте 0 0 0 0
1 2\ ( { , })M L L O O+ −∪ ∪  за-

мкнутую кривую exΓ , ex ex( )R Γ = Γ , негомотопную нулю и пересекающую 
прямую F  в двух точках так, чтобы в замкнутом кольце между 

0 0 0 0
1 2{ , }L L O O+ −∪ ∪  и exΓ  не было особых точек поля 0X , отличных от 0

1O  и 
0
2O . Пусть U  – окрестность 0Γ , границей которой является 
in in ex( )R+ +Γ ∪ Γ ∪Γ . Если δ  выбрано достаточно малым, то для любого поля 

Xε , 2( , )ε∈ −δ δ , 1( )O ε , ( )O± ε  и 2 ( )O ε  – единственные особые точки, лежа-

щие в U , а замкнутая траектория, лежащая в U , либо пересекает 1
,lε ρ , либо 

ей симметрична. 
Если 2δ  было выбрано достаточно малым, то при всех 2

2 2( , )ε∈ −δ δ  

функция 1 1
1 2( , ) : ( ( , ), ))− −ϕ ⋅ ε = ψ ϕ ⋅ ε ε  задает отображение дуги dη = , 20 < ξ < δ   

в дугу y d= , 0 x d< < , по траекториям поля Xε . Согласно [11, с. 296–298] 
имеем 

 ( )( , ) ( ) ( , )c rλ εϕ ξ ε = ε ξ + ξ ε ,  (20) 

где 22 21( ) : ( ) / ( )λ ε = −λ ε λ ε  – седловой индекс точки 2 ( )O ε , 

( ) 0c ε > , 1( )c C⋅ ∈ , ( )( , )i j
i s

i j
r D

+
λ ε − +∂ ξ ε ≤ ξ

∂ξ ∂ε
, 0D > , 0 1s< < , 0 1i j≤ + ≤ . (21) 

Выходящая сепаратриса седла ( )O+ ε  будет совпадать с его входящей 
сепаратрисой, образуя вместе с седлом контур ( )+Γ ε , если 2 0ε >  и ( ) 0Δ ε = , 
где  

( )( )1 2 1 2( , ) : | |, 0,f xΔ ε ε = ε ε + ε −  

 ( ) ( ) ( )1 2 2 1 2| |, , | |,x x− ε ε = ϕ ε ε − ε ε  .  (22) 
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Вследствие (20) имеем 

( )1 1 2 2
1

1( , ) ,
2 | |

xε μ′ ′Δ ε ε = μ ε ⋅ +
μ μ = ε

  

 
1 1 1

( ) ( )
2 22 2( ) ln ( ) ( ) ( , )c c rλ ε λ ε

ε ε ε′ ′ ′+ ε ε ε λ ε + ε ε + ε ε .  (23) 

Ввиду (5) первое слагаемое в (23) стремится к +∞  при 1 0ε → − , 

2 0ε → + . Поскольку остальные слагаемые в (22) ограничены, то δ  можно 
считать выбранным так, что  
 

1 1 2( , ) 0ε′Δ ε ε >  при всех 1 2( , ) ( ,0) (0, )ε ε ∈ −δ × δ .  (24) 

Из (20)–(22) и (5) видно, что при достаточно малом δ  

 2( 0, ) 0Δ − ε >  при всех 2 (0, )ε ∈ δ .  (25) 

Определим функцию : (0, ) ( ,0)γ +∞ → −∞ , положив (0)( ) : λγ τ = −τ . Из 
(20)–(22) и (5) следует, что при 2ε , достаточно близких к нулю, 

2 (0)/3 (0)/2
2 2 2 2( ( ), ) 2 (0) / 2c bλ λΔ γ ε ε < ε − ε , и потому δ  можно считать вы-

бранным так, что при 1
0 min{ , ( )}−δ = δ γ δ  

 2 2( ( ), ) 0Δ γ ε ε <  для всех 2 0(0, )ε ∈ δ .  (26) 

Из (24)–(26) получаем, что 2 0(0, )∀ε ∈ δ  1 2( ) ( ( ),0) ( ,0)∃β ε ∈ γ ε ⊂ −δ  та-
кое, что  

 1 2 1 2sgn ( , ) sgn( ( ))Δ ε ε = ε −β ε  для всех 1 2 0( , ) ( ,0) (0, )ε ε ∈ −δ × δ .  (27) 

Из (24) и (27) по теореме о неявной функции следует, что 1( ) Cβ ⋅ ∈ . Так 
как ( 0) 0γ + = , то и ( 0) 0β + = .  

Определим множества iΒ  ( 0,1,...,5i = ) и jΕ  ( 1,2,...,5j = ) так, как 
сформулировано в теореме. Аналогично случаю 0ε =  доказывается, что все 
траектории поля Xε , 3ε∈Β , проходящие через точки дуги 1lε  с параметром 

( )1 2| |,x uε ε < < ρ , ω -предельны к контуру ( )+Γ ε .  

При 2 2 3ε∈Ε ∪Β ∪Ε  из (7), (27) и (22) получаем 
( )( ) 0, ( )f u u+ +ε + ε > ε . Отсюда и из (19) следует, что ( , )f ⋅ ε  имеет на интер-

вале ( )( ),u+ ε ρ  неподвижную точку. Вследствие леммы дугу 1
,lε ρ  пересекает 

единственная замкнутая траектория – грубый устойчивый предельный цикл. 
Из (27) и (22) также имеем  

  ( )( ) ( )1 2 1 2| |, 0, | |,f x xε ε + ε < ε ε   при всех 4ε∈Ε .  (28) 

Из (19), (28) и леммы следует, что предположение о существовании за-
мкнутой траектории, пересекающей дугу 1

,lε ρ , приводит к противоречию.  
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При 1ε∈Β  выходящая сепаратриса седла 1( )O ε  идет в седло 2 ( )O ε , об-
разуя вместе с дугой линии F  между этими седлами, контур ( )+Γ ε . Как и 

при 0ε =  траектории, пересекающие дугу 1
,lε ρ , ω -предельны к ( )+Γ ε . 

При 5 5 1ε∈Β ∪Ε ∪Ε  2 1( (0, ), ) 0ψ ϕ ε ε < . Поэтому функция ( , )f ⋅ ε  опре-

делена на интервале ( ( ), )l ε ρ , где 1 1
2 1( ) ( (0, ), )l − −ε = ψ ϕ ε ε , и 

( ( ) 0, ) 0 ( )f l lε + ε = < ε . Отсюда, из (19) и леммы следует отсутствие замкну-
тых траекторий поля Xε  в U . 
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Введение 
Задачу, о которой сейчас пойдет речь, нельзя отнести к новой области 

исследования, поскольку этой проблемой занимаются уже более трехсот лет – 
начиная со времен Я. Бернулли и Л. Эйлера. Первая классическая постановка 
задачи о брахистохроне в идеальном случае, когда тело движется по кривой 
наискорейшего спуска под действием одной лишь силы тяжести (без учета 
каких-либо диссипативных сил) была сформулирована им в 1696 г. Позднее, 
как известно (см., например, [1–3]), с помощью разработанного Л. Эйлером 
математического аппарата, который в современной трактовке называется ме-
тодом вариационного исчисления, эта задача была решена аналитически и 
получено параметрическое представление формы траектории, описывающее 
брахистохрону.  

В последнее время (примерно с середины 50-х гг. прошлого столетия) 
интерес к этой проблеме оживился с новой силой, что ознаменовалось мно-
жеством опубликованных работ, в которых задача о брахистохроне решалась 
с различных точек зрений и в разных постановках, в том числе и с учетом сил 
сухого, а также вязкого трения (см. работы [4–12]). В этой связи интересно 
обратить внимание на следующий факт. В отмеченных оригинальных иссле-
дованиях решение задачи приводилось с помощью разных методических 
подходов, среди которых можно выделить четыре основных: метод управля-
ющего параметра, метод интегральных уравнений, метод подвижного базиса 
и вариационный принцип. Все четыре метода позволяют найти решение за-
дачи, и они качественно довольно похожи друг на друга.  

Формально, на наш взгляд, более информативным является метод по-
движного базиса, который позволяет получить не только траекторию движения 
(т.е. форму желоба), но также вычислить еще и ряд других, не менее важных 
зависимостей. К ним, прежде всего, можно отнести зависимость от времени 
угла наклона α  между касательной и осью x , а также силу реакции желоба  
в виде некоторой функции от времени (см. работы [10, 11]).  

Вариационный подход и подвижный базис  
Геометрию задачи удобно представить с помощью рис. 1, на котором 

изображены все основные физические характеристики задачи.  
На рис. 1 схематически изображена также сила Магнуса, которая всегда 

проявляет себя в условиях криволинейной движения вращающегося с опреде-
ленной частотой сферического тела (аналитическое объяснение этой силы см.  
в [13]). Ввиду малости частоты вращения этой силой обычно пренебрегают. 

Основная идея заключается в следующем. Несмотря на тот факт, что 
мы будем использовать хорошо известные принципы вариационного исчис-
ления, алгоритм предложенного ниже решения существенно отличается от 
классического подхода, подробно изложенного в монографии [1]. Действи-
тельно, пусть имеется функционал времени  

 
l

dlt
v

=  ,  (1) 

где dl  – элемент длины траектории; v  – скорость тела.  
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Рис. 1. Геометрическая постановка задачи в общем случае  

 
В отличие от классического функционала, а именно такого: 

  { }
( )

1

0

21
2

x

x

y dx
t y

g H y

′+
=

− ,  (2) 

мы будем искать вариацию непосредственно функционала (1).  
Имеем для него  

  2
1 v

v v v vl l

d l d lt dl dl δ  δ δ  δ = + δ = −    
      .  (3) 

В силу очевидных равенств  

 2 2v = v , 2 2dl d= r   

находим  

 vv = vv  , dld l d dδ = ⋅ δr r . 

Откуда  

 v = ⋅τ v  , d l dδ = ⋅ δτ r ,  (4) 

где −τ  единичный вектор касательной к траектории движения.  
Учитывая также, что  

  v = ⋅τ v .  (5) 

Из (3) с учетом (4) получаем  

2 2
v v

v v vv vl l

dt dl d d dl  ⋅ δ δ  ⋅ δ ∇ ⋅δ   δ = − = − δ −      
       

τ r τ r τ rr . 

Интеграл от первого слагаемого в правой части, который представляет 
собой полный дифференциал, исчезает благодаря условию неподвижности 
граничных точек, и мы получаем с учетом (4): 



University proceedings. Volga region. Physical and mathematical sciences. 2024;(1) 

 67

2 3 2
v 1 vv

v vv v vl l

dt d dl dl
dl

  ∇ ⋅δ   ∇ δ = − δ + = − − + ⋅δ =     
      

 
τ r τ τr r  

 
( )

2
v 0,

v vvl

dl
R

 ⋅ ∇ δ= − − + ⋅ = 
 


τ τ vn r
  (6) 

где R −  радиус кривизны траектории в данной точке.  
Согласно уравнениям Гамильтона  

U
m m
∇= − = Fv , 

где m −  масса тела.  
Поэтому из (6) согласно основной лемме вариационного исчисления [1] 

следует, что  

  ( )
2

v 0
vvR m

⋅ ∇− + =
τ τ Fn .  (7) 

Поскольку под силой F  следует подразумевать все действующие на 
тело силы, то для нее в рамках нашей задачи имеем  
  frm= + +F N g F ,  (8) 

где N= −N n  сила реакции желоба; ( )cos cosg= α + α −g n τ  ускорение силы 
тяжести; fr frF= − −F τ  сила трения, направленная против направления дви-
жения тела.  

В подвижном базисе −n τ  градиент скорости, фигурирующий в урав-
нении (7), можно представить как  

  v vv
n
∂ ∂∇ = +
∂ ∂τ

n τ ,  (9) 

где v
n
∂ −
∂

 производная по направлению нормали к траектории; v v
l

∂ ∂= −
∂τ ∂

 

производная по касательной к траектории.  
Таким образом, с учетом (9) и всего сказанного векторное уравнение 

(7) приобретает следующий вид:  

  
( )( )( )

2

cos sin 1 v v 0
vv

frN mg F

R nm

⋅ + α + α − ∂ ∂ − + + = ∂ ∂τ 

τ τ n n τ τn n τ .  (10) 

Проектируя уравнение (10) на базис −n τ , немедленно приходим  
к двум уравнениям: 

  

vv sin ,

v v 0.

frF
g

l m

R n

 ∂ = α − ∂
∂ + = ∂

  (11) 



Известия высших учебных заведений. Поволжский регион. Физико-математические науки. 2024. № 1 

 68

Производные по направлениям нормали и касательной следует рас-
крыть в явном виде согласно их общим определениям: 

  

v v vv sin cos ,

v v vv cos sin .

n x y

l x y

∂ ∂ ∂ = ⋅∇ = α − α ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ = ⋅∇ = − α − α
 ∂ ∂ ∂

n

τ
  (12) 

Поскольку  

  v R= α ,  (13) 

то согласно (12) с учетом (13) уравнения (11) переходят в следующую систему: 

  

v vsin v cos sin ,

v vsin cos 0.

frF
g

m x y

x y

  ∂ ∂= α + α + α  ∂ ∂  
∂ ∂α + α − α = ∂ ∂


  (14) 

Как видим из (14), наша задача сейчас свелась к формальному вычис-
лению частных производных от модуля скорости по координатам. Чтобы их 
найти, мы можем воспользоваться законом сохранения энергии, который  
с учетом силы трения гласит: 

  
2

2

0

v 1
2

x

fr
m mgy F y dx mgH′+ − + = ,  (15) 

где  

  
2v cosfrF N m g

R
 

= μ = μ − α  
 

.  (16) 

С учетом (16) из (15) следует  

  
2 2

0

v v cos
2 cos

x dxgy g gH
R

 
+ + μ − α =   α 

 .  (17) 

Отсюда немедленно получаем, что  

 
2v vv cos ,

cos
g

x R
 ∂ μ= − − α  ∂ α  

 vv .g
y
∂ = −
∂

  (18) 

Подставляя (18) в уравнения (14), будем иметь  

  

2

2

v cos ,

vv cos cos 0.

frF
g

m R

tg g g
R

  
= μ − α     


 

α + μ α − α + α =     


  (19) 
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Верхнее уравнение в (19) совпадает с (16), как и должно быть, а нижнее 
с учетом (13) приводится к виду  

 ( ) ( )v 1 tg cos sin 0gα + μ α + α −μ α = . 

То есть  

  ( )
( )
1 tg

v cos
1 tg

g
−μ α

α = − α
+ μ α

 .  (20) 

Здесь необходимо заметить, что уравнение (20) при 0μ =  чисто гипо-
тетически впервые было предложено в работе [9]1.  

Если учесть теперь уравнение движения и формулу (16), то получим  

  ( )v v sin cosg+ μ α = α + μ α .  (21) 

С учетом уравнения (20) мы приходим, следовательно, к интересующей 
нас системе: 

  

( )( )

( )
( )

tg 1 tg 1 tg
v cos ,

1 tg
1 tg

v cos .
1 tg

g

g

  α + μ +μ α + −μ α = α
+ μ α


−μ α α = − α + μ α




  (22) 

Заметим, что если 0μ = , то верхнее уравнение в (22) переходит в хо-
рошо известное уравнение движения под действием одной силы тяжести: 
v sing= α  (см. работы [9, 10]).  

Если теперь верхнее уравнение поделить на нижнее, то найдем  

  ( )( ) ( )tg 1 tg 1 tg1 v
v 1 tg

d
d

μ + α + μ α + μ −μ α
= −

α −μ α
.  (23) 

Интегрируя уравнение (23), после довольно громоздких преобразова-
ний приходим к следующему весьма компактному решению:  

  ( )2
1

cos sin
v

cos
C

α −μ α
= −

α
,  (24) 

где 1C −  константа интегрирования.  
Согласно нижнему уравнению в системе (22) приходим к такому урав-

нению для его определения:  

 1 2 21 tg
gC α =

−μ α
 .  

После интегрирования получаем неявную зависимость ( )tα :  
 

1 В статье [12] была допущена досадная оплошность: перед формулой (7) при-
ведена неверная ссылка на статью авторов A. A. Barsuk, F. Paladi, на самом деле она 
относится к работе [11]. 
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  ( )( ) ( )2 2
1 1 11 tg tgt C  = + μ α −α −μ α − α  

,  (25) 

где угол 1α  определяется с помощью начального условия ( ) 10α = α .  
 С учетом силы трения угол α  должен подчиняться неравенству 

  1 2α ≤ α ≤ α .  (26) 

Форма траектории (желоба) 

Чтобы определить искомую зависимость ( )y x , обратимся к очевидным 
уравнениям: 

vcos ,
vsin .

x
y
= − α
= − α



  

С учетом решения (24) после интегрирования находим отсюда  

  

( ) ( )

( ) ( )
1 1

1 1

2
22 2 21

2
2 2 21

vcos cos 1 tg 1 tg ,

vsin cos sin 1 tg 1 tg .

Cdx d
g

Cdy H H d
g

α α

α α

α α

α α

 α = − α = α − α −μ α α
α



 α= − α = + α α − α −μ α α α

 

 





  (27) 

Благодаря подстановке tgu = α  интегралы в (27) легко вычисляются,  
в результате мы приходим к следующим интересующим нас решениям:  

 

( ) ( )( )

( )( ) ( )

( ) ( )
( )( ) ( )( )

( )

2
2 41 1

1

2 2 2 3 4
1 1

1

42
2 21

1

2 2
1 1

3 2 2 4
1 1

1

11 3 1 sin 2 sin 2
2 4

cos1 cos cos 2 ln tg tg ,
cos

1
cos cos

2
11 3 1 sin 2 sin 2
2

cos2 tg tg tg tg 2 ln
4 cos

Cx
g

Cy H
g

α −α= + μ + −μ α − α +

α+μ + μ α − α − μ −μ α − α α 
 −μ
= + α − α −

−μ + μ α −α + μ + μ α − α +

μ α + μ α − α − α − α + μ   α  
.





















  (28) 

Таким образом, найденная параметрическая зависимость (28) позволяет 
определить интересующую нас форму желоба при учете сил сухого трения.  
С целью графического построения зависимости ( )y x  нам необходимо уста-
новить значения углов 1 2,α α , чтобы можно было более наглядно проиллю-
стрировать параметрическое решение (28).  
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Вычисление углов 1 2,α α  и приближенное решение  

Угол 1α  находится сравнительно легко. В самом деле, с помощью 
начального условия 

 
1

y gα=α = −   

и с учетом равенства vsiny = − α , согласно которому в соответствии с (22) 
( )

1 1 1v sin cosgα=α = α + μ α , имеем  

( )
1 1

vsin v cosy α=α α=α= − α + α α =   

( )1 1 1sin cos sing g= − α + μ α α = − , 

откуда следует, что  

  1
1tgα = −
μ

,  (29) 

и, значит,  

  

1 2

1 2

cos ,
1
1sin .

1

μ α = −
+ μ


 α =
 + μ

  (30) 

Угол 2α  и константу 1C  несложно найти из двух дополнительных 
условий, которые непосредственно следуют из решений (28).  

Действительно, поскольку решается вариационная задача с неподвиж-
ными границами, т.е. точки начала движения ( )0 0,M M H=  и окончания 

движения 1 ,0
2
HM π 

 
 

 неподвижны, мы имеем право воспользоваться еще 

двумя условиями:  

 
2 2

, 0
2
Hx yα=α α=α
π= = .  (31) 

 Исходя из уравнений (28) в соответствии с (31) можно вычислить обе 
независимые переменные 2α  и 1C . В общем виде решение трансцендентных 
уравнений (31) невозможно. Однако с точки зрения аналитического опреде-
ления этих двух констант положение «спасает» формальное присутствие ко-
эффициента трения в высоких степенях. Действительно, поскольку коэффи-
циент трения μ  практически всегда мал, то его значение, начиная от второй 
степени, оказывается значительно меньшим единицы.  

Сказанное означает, что общие решения (28) мы можем существенно 
упростить и с учетом равенств (29), (30) в линейном по μ  приближении мо-
жем представить их в значительно более простой форме, т.е. в виде  
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( )

2
21

1

2
21

1

1 sin 2 1 2cos ,
2 2

1cos 2 sin 2 .
2 2

Cx
g

Cy H
g

  ≈ α −α + α +μ + α   


   ≈ − α + μ α −α − α     

  (32) 

Полагая, что 2
1 2C gHb= , где безразмерную постоянную b  следует 

определить, имеем из (33):  

  
( )

( )

2
1

1

1 sin 2 1 2cos ,
2

1 11 cos2 2 sin 2 .
2 2

xX b
H
yY b
H

  = ≈ α −α + α + μ + α   


   = ≈ − α − μ α −α − α     

  (33) 

Согласно условиям (31) благодаря решениям (33) мы приходим к си-
стеме уравнений, из которых однозначно находятся интересующие нас по-
стоянные b  и 2α . 

В результате имеем 

  
( )

( )

2
2 1 2 2

2 2 1 2

1 sin 2 1 2cos ,
2 2

1 11 cos 2 2 sin 2 0.
2 2

b
πα −α + α +μ + α ≈


  − α − μ α −α − α ≈   

  (34) 

В линейном по μ  приближении с учетом соотношений (30), в соответ-

ствии с которыми следует считать, что 1 2
πα ≈ + μ , а угол 2α  ищем в виде  

 2α = π − λ ,  (35) 

где параметр λ  необходимо оценить.  
В результате уравнения (34) переходят в такую систему: 

  
2

2

,
2 sin cos 2 cos

2

sin 2 sin cos .
2

b π ≈ π  − λ + λ λ + μ λ 
 

 π  λ ≈ μ − λ −μ + λ λ   

  (36) 

Считая, что 1λ , из нижнего уравнения системы (36) благодаря при-
ближенным соотношениям  

2
sin , cos 1 1

2
λλ ≈ λ λ ≈ − ≈   

находим интересующее нас решение  

 λ ≈ πμ .  (37) 
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Значение же постоянной b  тогда согласно верхнему уравнению в (36) 
будет  

  1
41

b ≈
+ μ
π

.  (38) 

В соответствии с найденными решениями (37) и (38) параметрические 
зависимости (34) можно представить следующим образом: 

  

2

2

1 1 sin 2 2 cos ,4 2 21

1 1sin 2 sin 2 .4 2 21

X

Y

 π ≈ α − + α + μ α    + μ
 π


 π  ≈ α − μ α − −μ − α     + μ π

  (39) 

Еще раз подчеркнем, что решение (39) является приближенным, по-
скольку мы считали, что μ  мало, т.е. 1μ . Однако, если это условие не со-
блюдается, то точное решение следует искать исходя из общих уравнений, 
которые согласно условиям (31) приводят нас к такой трансцендентной си-
стеме уравнений: 

 

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )

2 4
2 1 2 1

2 2 2 3 42
2 1 2 1

1
4 2 2 2

1 2 2 1

2 3 2 2
2 1 2 1 2 1

4 2

1

11 3 1 sin 2 sin 2
2

cos2 1 cos cos 2 ln tg tg ,
cos 2

1 1 cos cos 2 1 3

1 sin 2 sin 2 4 tg tg tg tg
4

cos4 ln 0.
cos

b


+ μ α −α + −μ α − α +


 α π+ μ + μ α − α − μ −μ α − α =

α
 + −μ α − α − μ + μ α −α +


μ +μ + μ α − α + μ α − α − α − α + 
 

α+ μ =
α








 (40) 

Точное решение уравнений (40) с учетом (29), (30) и (35) может быть 
найдено лишь численно.  

Результаты и обсуждение 
Резюмируя все вышеизложенное, отметим следующее: 
1. С помощью вариационного подхода получена точная и математиче-

ски строго обоснованная система уравнений, основанная на уравнении (20).  
2. Предложенный подход базируется на впервые предложенном вариа-

ционном принципе, использующем функционал (1), в отличие от всех преды-
дущих подходов, основанных на функционале (2). 

3. Изложенный метод позволил получить строго обоснованную (а не ги-
потетически предложенную в работах [11, 12]) систему точных уравнений (19). 
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4. В линейном приближении по коэффициенту трения μ  найдено па-
раметрическое решение уравнений (19) в виде (39), совпадающее с решением 
(19) из работы [12].  
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Применение непрерывного метода решения  
операторных уравнений к приближенному  
решению амплитудно-фазовой проблемы 

И. В. Бойков1, А. А. Пивкина2 
1,2Пензенский государственный университет, Пенза, Россия 

2nastyashaldaeva@mail.ru 
1 
Аннотация. Актуальность и цели. Рассматриваются приближенные методы решения 
фазовой проблемы для одномерных и двумерных сигналов, а также случаи непрерыв-
ных и дискретных сигналов. Решение фазовой проблемы состоит из двух этапов. На 
первом этапе по известной амплитуде спектра восстанавливается исходный сигнал. На 
втором этапе вычисляется преобразование Фурье восстановленного сигнала и прибли-
женно вычисляется фаза спектра сигнала. Материалы и методы. Построение и обос-
нование вычислительной схемы базируется на непрерывном методе решения нелиней-
ных операторных уравнений, основанном на теории устойчивости решений систем 
обыкновенных дифференциальных уравнений. Метод устойчив при возмущениях па-
раметров математической модели и при решении нелинейных операторных уравнений, 
не требует обратимости производных Гато (или Фреше) нелинейных операторов. Ре-
зультаты и выводы. Для восстановления исходного сигнала предложены сплайн-кол-
локационные схемы со сплайнами нулевого и первого порядков. Вычислительные схе-
мы реализуются непрерывным методом решения нелинейных операторных уравнений. 
Ключевые слова: амплитудно-фазовая проблема, некорректные задачи, непрерыв-
ный операторный метод, численные методы 
Для цитирования: Бойков И. В., Пивкина А. А. Применение непрерывного метода 
решения операторных уравнений к приближенному решению амплитудно-фазовой 
проблемы // Известия высших учебных заведений. Поволжский регион. Физико-
математические науки. 2024. № 1. С. 76–95. doi: 10.21685/2072-3040-2024-1-7 
 

Application of the continuous method for solving operator equations  
to the approximate solution of the amplitude-phase problem 

I.V. Boykov1, A.A. Pivkina2 
1,2Penza State University, Penza, Russia 

2nastyashaldaeva@mail.ru 
 
Abstract. Background. The article is devoted to approximate methods for solving the phase 
problem for one-dimensional and two-dimensional signals. The cases of continuous and 
discrete signals are considered. The solution of the phase problem consists of two stages. At 
the first stage, the original signal is restored. At the second stage, the Fourier transform of 
the reconstructed signal is calculated and the phase of the signal spectrum is approximately 
calculated. Materials and methods. The construction and justification of the computing 
scheme is based on a continuous method for solving nonlinear operator equations, based on 
the theory of stability of solutions to ordinary differential equation systems. The method is 
stable under perturbations of the parameters of the mathematical model and, when solving 
nonlinear operator equations, does not require the reversibility of the Gato (or Freshe) de-
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rivatives of nonlinear operators. Results and conclusions. To restore the original signal, 
spline-collocation schemes with splines of zero and first orders are proposed. Computing 
schemes are implemented by a continuous method for solving nonlinear operator equations. 
Keywords: amplitude-phase problem, ill-posed problems, continuous method for solving 
operator equations, numerical methods 
For citation: Boykov I.V., Pivkina A.A. Application of the continuous method for solving 
operator equations to the approximate solution of the amplitude-phase problem. Izvestiya 
vysshikh uchebnykh zavedeniy. Povolzhskiy region. Fiziko-matematicheskie nauki = Uni-
versity proceedings. Volga region. Physical and mathematical sciences. 2024;(1):76–95. 
(In Russ.). doi: 10.21685/2072-3040-2024-1-7 

Введение 
В различных областях прикладной физики, технологий, медицине и 

биологии прогресс в предметных исследованиях непосредственно связан  
с решением фазовой проблемы [1, 2], заключающейся в восстановлении фазы 
спектра сигнала по амплитуде его спектра. Определение амплитуды спектра 
сигнала по фазе его спектра и фазы спектра сигнала по амплитуде его спектра 
является амплитудно-фазовой проблемой. Исследованию фазовой проблемы 
посвящена обширная литература, достаточно подробные обзоры которой со-
держатся в работах [1–7]. В этих работах рассматривается амплитудно-
фазовая проблема как в непрерывной, так и в дискретной постановке. Анало-
гичные проблемы возникают при восстановлении сигналов и изображений, 
при решении обратных задач спектроскопии [8, 9]. 

Несмотря на это, амплитудно-фазовая проблема далека от своего реше-
ния даже в одномерном случае. Поэтому задача приближенного решения ам-
плитудно-фазовой проблемы остается актуальной. 

В данной работе предложен численный метод восстановления одно-
мерных и двумерных сигналов по амплитудам их спектров. Он основан на 
применении обобщенного непрерывного метода решения нелинейных опера-
торных уравнений [10]. Восстановив сигнал и вычислив его Фурье-
преобразование, находим фазу его спектра. 

1. Непрерывный метод решения нелинейных операторных уравнений 
Приведем определения, используемые в статье. 
Пусть X – банахово пространство; K – оператор, действующий из X в X; 

{ }( , ) , :B a r x a X x a r= ∈ − ≤ ; ( )KΛ  – логарифмическая норма линейного 

оператора K, определяемая [11] выражением ( )0( ) lim 1 /hK I hK h↓Λ = + − , 

где символ 0h ↓  означает, что h стремится к нулю, убывая. 
Основные свойства логарифмической нормы приведены в [11, 12]. 
Рассмотрим уравнение 

 ( ) 0A x f− = ,  (1) 

где ( )A x  – нелинейный оператор, действующий из банахова пространства X  

в X. Обозначим через *x  решение уравнения (1). 
Уравнению (1) поставим в соответствие задачу Коши: 

 ( ) ( ( ))dx t A x t f
dt

= − , 0(0)x x= .  (2) 
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Теорема 1.1 [10]. Пусть уравнение (1) имеет решение *x  и на любой 
дифференцируемой кривой ( )g t , расположенной в банаховом пространстве 
X, справедливо неравенство 

 
0

1 ( ( ( ))) ,lim
t

g
t

A g d
t→∞

′Λ τ τ ≤ −α  > 0gα .  (3) 

Тогда решение задачи Коши (2) сходится к решению *x  уравнения (1) 
при любом начальном приближении (0)x B∈ . 

Теорема 1.2 [10]. Пусть уравнение (1) имеет решение *x  и на любой 
дифференцируемой кривой ( )g t , расположенной в шаре *( , )B x r  банахова 
пространства X, выполняются следующие условия: 

1) при любом t (t > 0) выполняется неравенство 

 
0

( ( ( ))) 0
t

A g d′Λ τ τ ≤ ;  (4) 

2) справедливо неравенство (3). 
Тогда решение задачи Коши (2) сходится к решению уравнения (1) при 

любом начальном приближении *(0) ( , )x B x r∈ . 
Замечание. В неравенстве (3) каждой кривой ( )g t  отвечает соответ-

ствующая константа > 0gα . 
В случае, если условия (3), (4) не выполняются, возможно следующее 

обобщение непрерывного операторного метода. 
Обозначим через ( )A x′  производную Гато (Фреше) оператора ( )A x . 

Преобразуем уравнение (1) к виду 

 ( ) ( )* *( ) ( ) ( ) 0A x A x A x f′ ′− = ,  (5) 

где ( )*( )A x′  оператор, сопряженный с ( )A x′ . 
Уравнению (5) поставим в соответствие задачу Коши 

 ( ) ( )* *( ) ( ) ( ) ( )dx t A x A x A x f
dt

 ′ ′= − −  
, 0(0)x x= . (6) 

Теорема 1.3. Пусть оператор ( )*( ) ( )A x A x′  действует из банахова про-

странства X в X, уравнение (5) имеет единственное решение *x  в шаре 
*( , )B x r , 0r > . Пусть следующие условия справедливы для любой диффе-

ренцируемой кривой ( )g t , лежащей в шаре *( , )B x r : 
1) для любого t (t > 0) справедливо неравенство 

 ( )( )*

0

( ( )) ( ( )) 0
t

A g A g d′ ′Λ τ τ τ ≥ ;  (7) 
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2) выполняется неравенство 

 ( )( )*

0

1 ( ( )) ( ( ))lim
t

g
t

A g A g d
t→∞

′ ′Λ τ τ τ ≥ α , > 0gα .  (8) 

Тогда решение задачи Коши (6) сходится к решению *x  уравнения (5) 
при любом начальном значении *(0) ( , )x B x r∈ . 

В случае, если неравенства (7), (8) не выполняются, то естественно 
провести стабилизацию решения дифференциального уравнения (5), введя 
стабилизирующую функцию ( )tα  со следующими свойствами: 

1) lim ( ) 0
t

t
→∞

α = ; 

2) при всех [ )0,t∈ ∞  ( ) 0tα ≥ . 
Уравнению (5) поставим в соответствие задачу Коши: 

 ( ) ( )* *( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )dx t t x t A x A x A x f
dt

 ′ ′= −α − −  
, 0(0)x x= .  (9) 

Теорема 1.4. Пусть уравнение (5) имеет единственное решение *x   
в шаре *( , )B x r , 0r > , банахова пространства X. Пусть следующие условия 
справедливы для любой дифференцируемой кривой ( )g t , лежащей в шаре 

*( , )B x r : 
1) при t > 0 выполняется неравенство 

( )( )*

0

( ) ( ( )) ( ( )) 0
t

A g A g d′ ′Λ α τ + τ τ τ ≥ ; 

2) выполняется неравенство 

( )( )*

0

1 ( ) ( ( )) ( ( ))lim
t

g
t

A g A g d
t→∞

′ ′Λ α τ + τ τ τ ≥ α , > 0gα .  

Тогда решение задачи Коши (9) сходится к решению *x  уравнения (5) 
при любом начальном значении *(0) ( , )x B x r∈ . 

Ниже будут использованы следующие утверждения о разрешимости 
матричных и операторных уравнений. 

Пусть A, B – квадратные матрицы порядка n с комплексными элемен-
тами и ( )1,..., nx x x= , ( )1,..., ny y y= , ( )1,..., nξ = ξ ξ , ( )1,..., nη = η η  –  
n-размерные векторы с комплексными компонентами. Рассмотрим следую-
щие системы алгебраических уравнений: Ax = ξ  и By = η . Норма вектора и 
подчиненная ему операторная норма матрицы фиксируются; логарифмиче-
ская норма ( )AΛ  соответствует операторной норме. 

Теорема 1.5 [13]. Если ( ) 0AΛ < , то матрица A  невырожденная и 
1 1

( )
A

A
− ≤

Λ
. 
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Теорема 1.6 [13]. Пусть Ax = ξ , By = η  и ( ) 0AΛ < , ( ) 0BΛ < , тогда 

( ) ( ) ( )
A B

x y
B A B

ξ − η −
− ≤ +

Λ Λ Λ
. 

Рассмотрим в банаховом пространстве X нелинейное уравнение 
( ) 0K x = , где K – нелинейный оператор, действующий из X в X. 

Теорема 1.7 [14]. Пусть в сфере 0 0( )
1 2

Ax x K x− ≤
− ε

 ( 0 1 / 2< ε < ) 

существует линейная производная Гато ( )K x′ , причем линейный оператор 

( )K x′  имеет обратный ( ) 1( )K x −′ , для которого выполнено неравенство 

( ) 1( )K x A−′ ≤ . Тогда уравнение ( ) 0K x =  имеет решение в сфере 

0x x A− ≤ . 

2. Восстановление функции по амплитуде ее спектра 
2.1. Одномерный случай 

Пусть ( ) [0, ]f t C a∈  – неизвестная функция. Требуется восстановить 
функцию ( ) [0, ]f t a∈ , располагая информацией о модуле ее спектра 

( ) ( )A Fω = ω , где ( )F ω  – преобразование Фурье функции ( )f t . 
Математическая задача ставится следующим образом. Нужно решить 

нелинейное интегральное уравнение Фредгольма первого рода 

 
0

1 ( ) ( )
2

a
i tf t e dt Aω = ω

π  , −∞ < ω< ∞ ,  (10) 

располагая информацией о функции ( )A ω . 
Отметим, что решение уравнения (10) неоднозначно. Наряду с решени-

ем *( )f t  оно имеет решение * /2( ) ,i kf t e π  0,1,...k = , т.е. возможно восстанов-
ление функции ( )f t  с точностью до сомножителей 1,±  i± . Отметим [3], что 
аналогичная ситуация имеет место и при решении амплитудно-фазовой про-
блемы. Таким образом, ставится задача о приближенном нахождении частно-
го решения уравнения (10). 

Приближенное решение ищется в виде полигона 
0

( ) ( )
n

n k k
k

x t t
=

= α ψ   

с базисными функциями 

0 ( ) 1 ,nt t
a

ψ = −  0 at
n

≤ ≤ , 

( 1)1 , ,
( )

( 1)1 , ,
k

n k a kak t t
a n nt

n ka k ak t t
a n n

−− + + ≤ ≤ψ =  + + − ≤ ≤


 2, 1k n= − , 
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( ) 1 ,n
nt n t
a

ψ = − + +  ( 1)n a t a
n
− ≤ ≤ . 

Коэффициенты { }kα  находятся из системы уравнений 

 
0 0

1 ( ) ( )
2

l
an

i t
k k l

k
t e dt Aω

=
α ψ = ω

π  , 0,l n= ,  (11) 

где 2
l

DD l
n

ω = − + , 0,l n= ; D – число, определяемое неравенством  

( , ] [ , )
sup ( ) 1 /

D D
A n

ω∈ −∞ − ∪ ∞
ω ≤ .  

Число D определяется из следующих соображений. Если искомая 
функция ( )f t  удовлетворяет условию Липшица, то погрешность ее аппрок-

симации сплайном ( )nf t  есть величина 1( )O n− . Следовательно, при аппрок-

симации функции ( )A ω  достаточно ограничиться точностью 1( )O n− . 
Замечание. В качестве узлов lω  можно взять 

tg
2 2 2l

l
n n

π π π ω = − + + + + 
, 0,l n= .  

Введем обозначения 

0

1 ( )
2

l
a

i t
lk lk lk kg v iw t e dtω= + = ψ

π   

и перепишем систему (11) в следующем виде: 

( )
0

( )
n

lk lk k l
k

v iw A
=

+ α = ω , 0,l n= . 

Эту систему более удобно представить в виде 

 

1/22 2

0 0
( )

n n

lk k lk k l
k k

v w A
= =

        α + α = ω    
     
  , 0,l n= .  (12) 

Остановимся на вопросе о разрешимости системы уравнений (12). Для 
определенности будем рассматривать систему уравнений (12) в (n + 1)-мерном 
пространстве 1nR +  векторов ( )0,..., nx x x=  с нормой 

0
max k

k n
x x

≤ ≤
= . 

Возьмем в качестве начального значения элемент ( )0 0 0
0,..., nα = α α  и 

исследуем вопрос о разрешимости системы (12) в окрестности 0α . Для этого 
воспользуемся теоремой 1.7. 
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Запишем систему уравнений (12) в операторном виде ( )K Aα = , где 

( )0,..., nα = α α  и ( )0,..., nA a a= , ( )i ia A= ω , 0,i n= . 

Производная Гато оператора ( )K α  на элементе 0α  описывается мат-

рицей { }0 0( ) ( )ljY yα = α  с элементами: 

0 0

0 00
1/22 2

0 0

0 0

( )

n n

lk k lj lk k lj
k k

lj
n n

lk k lk k
k k

v v w w

y

v w

= =

= =

    
    α + α
        α =
        α + α    
     

 

 

, , 0,l j n= . 

Логарифмическая норма матрицы 0( )Y α  в пространстве 1nR +  с нормой 

0
max k

k n
x x

≤ ≤
=  равна 

( )0 0 0
0 0,

( ) max Re ( ) ( )
n

ll lj
l n j j l

Y y y
≤ ≤ = ≠

 
 Λ α = α + α
  

 . 

Из теоремы Лозинского 1.5 следует, что если логарифмическая норма 

( )0( )YΛ α  отрицательна, то матрица ( )0( )YΛ α  обратима и 

( ) ( )10 0( ) 1 / ( )Y Y
−

α ≤ Λ α . Тогда, если в сфере ( )0 0(1 ) / ( )x Y−α ≤ + δ Λ α , 

0 < δ < ∞ , выполняется неравенство ( )0( ) 1 / ( )Y x Y≤ Λ α , то согласно тео-

реме 1.7 в этой сфере существует решение системы (12). 
Исследуем численные методы решения системы уравнений (12). 
Если логарифмическая норма ( )0( )YΛ α  отрицательная, то системе 

уравнений (12) поставим в соответствие задачу Коши: 

 

1/22 2

0 0

( ) ( ) ( ) ( )
n n

l
lk k lk k l

k k

d u v u w u A
du = =

    α     = α + α − ω    
     
  , 0,l n= ,  (13) 

 0 0(0)l lα = α , 0,l n= .  (14) 

Теперь достаточно воспользоваться теоремой 1.2, из которой следует, 
что решение задачи Коши (13), (14) сходится к решению * ( )nx t  системы (12). 

В случае, если условие ( )0( ) 0YΛ α <  не выполняется, но для производ-

ной Гато оператора, стоящего в левой части системы (12), выполняются 
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условия теоремы Адамара об обратимости матриц, то системе уравнений (12) 
следует поставить в соответствие задачу Коши: 

1/22 2

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n n

l
l lk k lk k l

k k

d u u v u w u A
du = =

      α     = −γ α + α − ω             

  , 0,l n= , (15) 

 0 0(0)l lα = α , 0,l n= ,  (16) 

где 
0,

( ) sgn Re ( ( )) ( ( ))
n

l ll lj
j j l

u y u y u
= ≠

 
 γ = α + α
 
 

 . 

В случае, если условия теоремы Адамара не выполняются, то для ре-
шения системы (12) естественно применить обобщение непрерывного метода 
решения операторных уравнений. 

В этом случае системе (12) ставим в соответствие систему дифферен-
циальных уравнений, которую более удобно записать в операторной форме. 

Воспользуемся приведенными выше обозначениями: 

( )0( ) ( ),..., ( )nu u uα = α α , ( ) ( ){ }( ) ( )ljY u y uα = α , 

0 0
1/22 2

0 0

( ) ( )

( ( ))

( ) ( )

n n

lk k lj lk k lj
k k

lj
n n

lk k lk k
k k

v u v w u w

y u

v u w u

= =

= =

    
    α + α
        α =
        α + α    
     

 

 

 

и введем обозначения: ( )0( ( )) ( ( )),..., ( ( )) T
nG u g u g uα = α α  – вектор-столбец, 

где 

1/22 2

0 0
( ( )) ( ) ( )

n n

l lk k lk k
k k

g u v u w u
= =

        α = α + α    
     
  , 0,l n=  и { }( ) T

lA A= ω  – 

вектор-столбец. 
Тогда система (12) записывается в виде операторного уравнения 

( )( )G u Aα =  

и соответствующая система дифференциальных уравнений имеет вид 

 ( ) ( )( )*( ) ( ) ( ) ( ( )) ( )d u u u Y u G u A
du
α = −β α − α α − ,  (17) 

 0(0)α = α ,  (18) 

где ( )0 0
0 0,..., nα = α α ; ( )uβ  – параметр регуляризации, ( ) 0uβ ≥ , 0 u≤ < ∞ , 

lim ( ) 0
u

u
→∞

β = . 
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Для решения задач Коши (13), (14); (15), (16); (17), (18) можно исполь-
зовать любой численный метод решения систем дифференциальных уравне-
ний, в частности, методы Эйлера и Рунге – Кутты. 

Для определенности опишем применение метода Эйлера к решению за-
дачи Коши (13), (14). 

Обозначим через h шаг метода Эйлера, тогда 

( 1) ( )l lm mα + = α +  

 

1/22 2

0 0
( ) ( ) ( )

n n

lk k lk k l
k k

h v m w m A
= =

          + α + α − ω             

  , 0,l n= .  (19) 

В случае, если условие ( )0( ) 0YΛ α <  не выполняется, но для матрицы 

( ( ))Y uα  в некотором шаре (0, )B r  выполняются условия теоремы Адамара об 
обратимости матриц, то следует перейти к системе дифференциальных урав-
нений (15), (16), которая решается по вычислительной схеме 

( 1) ( )l lm mα + = α +  

 

1/22 2

0 0
( ) ( ) ( ) ( )

n n

l lk k lk k l
k k

h m v m w m A
= =

          + γ α + α − ω             

  , 0,l n= ,  (20) 

где ( ) ( )
0,

( ) sgn Re ( ) ( )
n

l ll lj
j j l

m y m y m
= ≠

 
 γ = − α + α
 
 

 , 0,l n= . 

2.2. Двумерный случай 

Требуется восстановить функцию 1 2( , )f t t , [ ]21 2( , ) 0,t t a∈ , по амплиту-
де 1 2 1 2( , ) ( , )A Fω ω = ω ω  ее спектра 1 2( , )F ω ω . Здесь 1 2( , )F ω ω  – преобразо-
вание Фурье функции 1 2( , )f t t . 

Математическая задача ставится следующим образом. Требуется ре-
шить нелинейное интегральное уравнение Фредгольма первого рода 

 1 1 2 2( )
1 2 1 2 1 2

0 0

1 ( , ) ( , )
2

a a
i t tf t t e dt dt Aω +ω = ω ω

π   .  (21) 

Разрешимость системы уравнений (21) исследуется по аналогии с од-
номерным случаем, и поэтому на этом вопросе не останавливаемся. 

Приближенное решение уравнения (21) ищем в виде функции 
1 1

1 2 1 2
0 0

( , ) ( , )
N N

N kl kl
k l

f t t t t
− −

= =
= α ψ  , 
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где  

[ ]
1 2

1 2 2
1 2

1, ( , ) ,
( , )

0, ( , ) 0, \ ,
kl

kl
kl

t t
t t

t t a

∈Δψ = 
∈ Δ

 , 0, 1k l N= − , 

{ }1 2 1 1 2 1( , ) : [ , ), [ , )kl k k l lt t t x x t x x+ +Δ = ∈ ∈ , , 0, 2k l N= − , 

{ }, 1 1 2 1 1 2 1( , ) : [ , ), [ , ]k N k k N Nt t t x x t x x− + −Δ = ∈ ∈ , 0, 2k N= − , 

{ }1, 1 2 1 1 2 1( , ) : [ , ], [ , )N l N N l lt t t x x t x x− − +Δ = ∈ ∈ , 0, 2l N= − , 

[ ]1, 1 1 1, ; ,N N N N N Nx x x x− − − −Δ = , ,k
akx
N

=  0,k n= . 

Коэффициенты { }klα , , 0, 1k l N= − , определяются из системы нели-
нейных алгебраических уравнений 

 1 21 2
1 2

1 1 ( )
1 2

0 0

1 ( , )
2

k k

kl

N N i v t v t
kl k k

k l
e dt dt A v v

− − +

= = Δ

α =
π   , 1 2, 0, 1k k N= − ,  (22) 

где 2 /kv D Dk N= − + , 0,k N= . Величина параметра D подбирается из тех 
же соображений, что и в одномерном случае. 

Системе (22) ставится в соответствие система обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений: 

1 2
1 2

( )
( )k k

k k
d u

G u
du

α
= ×  

1 21 2
1 2

1 1 ( )
1 2

0 0

1 ( ) ( , )
2

k k

kl

N N i v t v t
kl k k

k l
u e dt dt A v v

− − +

= = Δ

 
 × α − π
  

   , 1 2, 0, 1k k N= − , (23) 

где функции 
1 2

( ) 0k kG u ≠  подбираются таким образом, чтобы логарифмиче-

ская норма производной Гато правой части системы (23) была отрицатель-
ной. В этом случае при t →∞  решение системы (23) стремится к решению 
системы (22). В противном случае необходимо перейти к обобщениям непре-
рывного метода решения нелинейных операторных уравнений. 

Система (23) решается методом Эйлера или Рунге – Кутты. 
Предложенная вычислительная схема значительно упрощается, если 

восстанавливаемая функция периодическая. 
Рассмотрим уравнение 

 1 1 2 2
2 2

( )
1 2 1 2 1 2

0 0

1 ( , ) ( , )
2

i t tf t t e dt dt A
π π

ω +ω = ω ω
π   ,  (24) 

в котором функция 1 2( , )f t t  полагается периодической. 
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Замечание. Вопросы периодизации функций рассматриваются в моно-
графиях [15, 16]. 

Рассматриваемый ниже метод имеет достаточно общий характер. 
Аппроксимируем интеграл в левой части уравнения (24) одномерным 

интегралом. Для этого сделаем замену переменных 1 1t q t= , 2 2t q t= , где 1q , 

2q  ( 1 2q q≠ ) – простые числа, и перейдем к уравнению 

 1 1 2 2
2

( )
1 2 1 2

0

( , ) ( , )it q qf q t q t e dt A
π

ω +ω = ω ω .  (25) 

Погрешности, возникающие при переходе от интеграла 
2 2

1 2 1 2
0 0

1 ( , )
2

g t t dt dt
π π

π    к интегралу 
2

1 2
0

( , )g q t q t dt
π

  на различных классах 

функций, оценены в [17]. 
Приближенное решение уравнения (25) ищем в виде интерполяционно-

го полинома 

 
2

0
( ) ( )

n

n k k
k

f t t
=

= α ψ ,  (26) 

2 1sin ( )1 2( )
2 1 sin

2

k
k

k

n t t
t t tn

+ −
ψ = −+

, 2
2 1k

kt
n
π=
+

, 0,2k n= , 

с неизвестным вектором ( )0 2,..., nα = α α . 
Применяя метод коллокации к уравнению (25), имеем 

 1 1 2 2
2

( )
1 2

0

( ) ( , )
l lit q q l l

nf t e dt A
π

ω +ω = ω ω , 0,2l n= ,  (27) 

здесь 1 2,l lω ω  – целые числа. 
Замечание. Интеграл в левой части системы уравнений (27) вычисля-

ется аналитически, но также могут быть использованы квадратурные форму-
лы. Ниже, при проведении вычислительных экспериментов, интегралы вы-
числялись по квадратурной формуле прямоугольников. 

Для решения системы уравнений (27) используется непрерывный метод 
решения операторных уравнений 

1 1 2 2
2 2

( )
1 2

00

2 1sin ( )( ) 2( ) ( , )
sin

2

l ln j it q q l lk
j

jj

n t td u u e dt At tdu

π
ω +ω

=

+ −α
= α − ω ω− , 0,2l n= , (28) 

и, в случае необходимости, его модификации. 
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Для решения системы уравнений (28) ниже используется метод Эйлера: 

2 2

00

2 1sin ( )
2( 1) ( ) ( )

sin
2

n j
k k j

jj

n t t
m m h m t t

π

=

 + −
α + = α + α × −



  

 1 1 2 2( )
1 2( , )

l lit q q l le dt Aω +ω

× − ω ω 


, 0,2l n= , 0,1,...m =   (29) 

При выполнении условий теоремы 1.1 итерационный процесс (29) схо-
дится к решению ( )* * *

0 2,..., nα = α α  системы уравнений (27). 

Из построения вычислительной схемы (29) нетрудно заметить, что зна-
чение *α  интерпретируется как 1 2( , )n l lf q t q t , 0,2l n= , т.е. как значение 

1 2( , )l l
nf x x , 1 1

l
lx q t= , 2 2

l
lx q t= , 0,2l n= . По значениям 1 2( , )l l

nf x x , 0,2l n= , 

функция 1 2( , )nf x x  восстанавливается в области 2[0,2 ]π . 
Один из методов восстановления заключается в следующем. Положим 
2 1s n= + . Покроем квадрат 2[0,2 ]π  более мелкими квадратами: 

{ }1 2 1 1 2 1, : [ , ), [ , ), , 0, 1kl k k l ld x x x v v x v v k l s+ += ∈ ∈ = − , 

{ }1, 1 2 1 1 2 1, : [ , ], [ , ), 0, 1s l s s l ld x x x v v x v v l s− − += ∈ ∈ = − , 

{ }, 1 1 2 1 1 2 1, : [ , ), [ , ], 0, 1k s k k s sd x x x v v x v v k s− + −= ∈ ∈ = − , 

[ ]1, 1 1 1, ; ,s s s s s sd v v v v− − − −= , 2 /kv k s= π , 0,k s= . 

В случае, если в квадрате kld  окажется одна точка из множества 

1 2( , )j jq t q t , 0,j s= , скажем точка * *
1 2( , )j jq t q t , то полагаем 1 2( , )nf x x =  

* *
1 2( , )j jf q t q t=  при 1 2( , ) klx x d∈ . 
Если в квадрате kld  окажется несколько точек из множества 

1 2( , )j jq t q t , 0,j s= , то в качестве значения 1 2( , )nf x x , 1 2( , ) klx x d∈ , берется 

среднее значение 1 2( , )j jf q t q t  по точкам 1 2( , )j jq t q t , 0,j s= , попавшим  
в квадрат kld . 

Если в квадрате kld  нет точек множества 1 2( , )j jq t q t , 0,j s= , то в ка-
честве значения 1 2( , )nf x x , 1 2( , ) klx x d∈ , берется среднее значение 

1 2( , )j jf q t q t  по точкам 1 2( , )j jq t q t , 0,j s= , попавшим в квадраты, смежные 

kld . 
Описанным выше методом были решены следующие примеры. 
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Пример 1. Восстановить неизвестную функцию 1 2( , )f x x , 
2

1 2( , ) [0,2 ]x x ∈ π , по амплитуде 1 2 1 2( , ) ( , )A Fω ω = ω ω  ее спектра. 
Здесь 

2
2 1 2 1 2

1 2 2 2
1 1 2

(cos(2 ) cos(2 ) cos(2 ( )) 1)( , )
( 4)( 4)

A
 −ω πω + πω − π ω +ω −ω ω = +   πω ω − ω − 

 

1

1/22
2 1 2 2

2 2
1 1 2

(sin(2 ) sin(2 ) sin(2 ( )))
( 4)( 4)

 −ω πω + πω − π ω +ω+  πω ω − ω






− 
. 

Точное значение восстанавливаемой функции 2
1 2 1( , ) sin ( )f x x x= ×  

2cos(2 )x× . 
Для восстановления функции 1 2( , )f x x  была использована вычисли-

тельная схема (29) при следующих значениях параметров: 1 5q = , 2 11q = , 
число узлов коллокации N = 100, шаг формулы Эйлера h = 0,001, число ите-
раций n = 1000. Результаты восстановления представлены на рис. 1. 

 

 

Рис. 1. Восстановление функции 2
1 2 1 2( , ) sin ( ) cos(2 )f x x x x=  

 
Пример 2. Восстановить неизвестную функцию 1 2( , )f x x , 

2
1 2( , ) [0,2 ] ,x x ∈ π  по амплитуде 1 2 1 2( , ) ( , )A Fω ω = ω ω  ее спектра, заданной  

с погрешностью. 
Точное значение восстанавливаемой функции 1sin

1 2 2( , ) cosxf x x e x= . 
Аналитически вычислить преобразование Фурье 1 2( , )F ω ω  не удалось, 

и поэтому функция 1 2( , )A ω ω  вычислялась приближенно по кубатурным 
формулам. Таким образом восстановление функции 1 2( , )f x x  происходило  
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с погрешностью в исходных данных. Величина погрешности в задании ис-
ходных данных равна вычислительной погрешности. 

Для восстановления функции 1 2( , )f x x  была использована вычисли-
тельная схема (29) при следующих значениях параметров: 1 5q = , 2 11q = , 
число узлов коллокации N = 100, шаг формулы Эйлера h = 0,001, число ите-
раций n = 1000. Результаты восстановления представлены на рис. 2. 

 

 

Рис. 2. Восстановление функции 1sin
1 2 2( , ) cosxf x x e x=  

3. Восстановление дискретных последовательностей 
3.1. Одномерный случай 

Имеется последовательность ( )kf x , 0,k N=  – исходное изображение, 
заданное набором значений ( )kf x  в точках kx , 0,k N= . Информация об 
этой последовательности задается набором действительных чисел 

0
( ) ( )

N
k

l l k l
k

F z f x z−

=
γ = =  , 0,l N= , где ( )F z  – Z-преобразование последова-

тельности ( )kf x , 
0

( ) ( )
N

k
k

k
F z f x z−

=
= . Множество lz , 0,l N= , – это точки 

на плоскости комплексной переменной, в которых известны абсолютные зна-
чения Z-преобразования последовательности ( )kf x , 0,k N= . Требуется, 
располагая информацией о последовательности ( )l lF zγ = , восстановить по-

следовательность ( )kf x , 0,k N= . 
Математическая задача ставится следующим образом. Необходимо ре-

шить систему нелинейных алгебраических уравнений 

 
0

N
k

k l l
k

z−

=
α = γ , ( )l lF zγ = , 0,l N= .  (30) 
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Замечание. Аналогичным образом решается задача в случаях, когда 
вместо Z-преобразования используется любое другое дискретное преобразо-
вание. 

Замечание. Разрешимость системы уравнений (30) исследуется по ана-
логии с разрешимостью системы (11) в непрерывном случае. 

Для решения этой задачи, по аналогии с непрерывным случаем, вос-
пользуемся непрерывным методом решения нелинейных операторных урав-
нений. В результате приходим к системе уравнений 

 
0

( ) ( ) ( )
N

kl
l k l l

k

d u g u u z
du

−

=

 α
 = α − γ
  
 , 0,l N= ,  (31) 

где функции ( ) 0lg u ≠  подбираются так, чтобы логарифмическая норма яко-
биана правой части системы уравнений (31) была отрицательной. В этом слу-
чае при t →∞  решение системы (31) сходится к решению системы (30). 

Система (31) решается методом Эйлера: 

0
( 1) ( ) ( ) ( )

N
k

l l l k l l
k

n n g n n z−

=

 
 α + = α + α − γ
  
 , 0,l N= , 

где h – шаг метода Эйлера, ( ) 1lg n = ±  подбираются таким образом, чтобы ло-
гарифмическая норма якобиана вектора правой части (31) была отрицатель-
ной. 

В случае, если такие константы ( )lg n  не удается подобрать, необходи-
мо перейти к модификациям непрерывного метода (см. теоремы 1.3, 1.4). 

3.2. Двумерный случай 

Пусть 1 2( , )f n n , 1 2, 0, in n N= , 1,2i = , – исходное изображение. Ниже 
для простоты обозначений полагаем iN N= , 1,2i = . Применяем к множеству 

значений 1 2( , )f n n  Z-преобразование 1 2

1 2

1 2 1 2 1 2
0 0

( , ) ( , )
N N

k k

k k
F z z f k k z z− −

= =
=   . 

Пусть в 2( 1)N +  точках ( , )i jξ η , , 0,i j N= , известны значения 

( , )ij i jFγ = ξ η , , 0,i j N= . Требуется восстановить последовательность 

1 2( , )f n n  по значениям ijγ , , 0,i j N= . Математическая задача сводится к ре-
шению системы уравнений 

 1 2

1 2

1 2
0 0

( , )
N N

k k
iji j

k k
f k k − −

= =
ξ η = γ  , , 0,i j N= .  (32) 

Система уравнений (32) решается непрерывным методом 

 1 2
1 2

1 20 0

( )
( ) ( )

N N
ij k k

ij k k iji j
k k

df u
g u f u

du
− −

= =

 
 = ξ η − γ
 
 
  , , 0,i j N= ,  (33) 
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где функции ( ) 0ijg u >  подбираются таким образом, чтобы выполнялись 
условия сходимости непрерывного метода (см. теоремы 1.1, 1.2). 

В противном случае необходимо воспользоваться его обобщением  
(см. теоремы 1.3, 1.4). 

Приведем модельный пример. 
Пример 3. Рассмотрим восстановление дискретной последовательно-

сти, заданной функцией 

 

1 2
1 2

1 2
1 2

1 2 1 2
1 2

1 2
1 2

4 , 0 2, 2 0,
4

4 , 0 2,0 2,
4

( , ) 4 , 2 0, 2 0,
4

4 , 2 0,0 2,
4
0 иначе.

n n n n

n n n n

f n n n n n n

n n n n

− + ≤ ≤ − ≤ ≤


− − ≤ ≤ ≤ ≤
= + + − ≤ ≤ − ≤ ≤
 + − − ≤ ≤ ≤ ≤




  (34) 

На рис. 3 представлены исходный 1 2( , )f t t  и восстановленный 1 2( , )nf t t  
сигналы. Для восстановления последовательности использована вычисли-
тельная схема (33), которая решалась методом Эйлера при следующих значе-
ниях параметров: N = 100, h = 0,001 – шаг метода Эйлера, m = 1000 – число 
итераций метода Эйлера. 

 

 
Рис. 3. Восстановление последовательности,  

заданной формулой (34) 
 
На рис. 4 представлены передний, центральный, задний фронты исход-

ной 1 2( , )f t t  и восстановленной 1 2( , )nf t t  дискретной последовательности до 
осреднения, и на рис. 5 – после фильтрации и осреднения соответственно. 
Осреднение по пяти значениям проводится для сглаживания выбросов и 
уменьшения эффекта Гиббса. 
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Рис. 4. Передний, центральный, задний фронты  

восстановленного сигнала (слева направо) 
 

 
Рис. 5. Передний, центральный, задний фронты восстановленного  

сигнала после фильтрации и осреднения (слева направо) 

4. Восстановление фазы спектра сигнала 
Как было отмечено выше, восстановление фазы спектра сигнала состо-

ит из двух этапов. На первом этапе восстанавливается исходный сигнал, на 
втором решается фазовая проблема. 

Так как второй этап выполняется аналогично для всех рассмотренных 
выше случаев, ограничимся рассмотрением одномерного сигнала. 

Пусть ( )nx t  – приближение к функции ( )f t . Вычисляется преобразо-
вание Фурье ( )nX ω  функции ( )nx t  и выделяются его действительная и мни-
мая части ( ) ( ) ( )n n nX U iVω = ω + ω . Фаза спектра сигнала ( )f t  определяется 
формулой 

( )( ) arctg
( )

n
n

n

V
U

ω
ϕ ω =

ω
. 

На рис. 6 представлены фазы спектра исходного сигнала ( )ϕ ω , задан-
ного функцией 

 
1, [0,3],

( )
0, [ , ] \ [0,3]

t
f t

t
∈

=  ∈ −∞ ∞
  (35) 

и восстановленного ( )nϕ ω . 

Заключение 
В работе предложен двухступенчатый метод решения фазовой пробле-

мы. На первом этапе восстанавливается функция (в непрерывном случае) или 
последовательность (в дискретном случае).  
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Рис. 6. Восстановление фазы спектра сигнала (35) 

 
На втором этапе вычисляется преобразование Фурье восстановленной 

функции и вычисляется фаза спектра функции (непрерывной или дискрет-
ной). Предложенный метод может быть распространен на непрерывные и 
дискретные преобразования, отличные от преобразования Фурье и Z-преоб-
разования. 
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1 
Аннотация. Актуальность и цели. Цель работы –  вывод гибридного интегро-
дифференциального уравнения в случае неоднородного объемного препятствия элек-
тромагнитной волны, покрытого слоем графена. Материалы и методы. Для вывода 
уравнения используются тензор Грина и тензорный аналог интегральной формулы 
Грина. Результаты. Задача сопряжения для системы уравнений Максвелла сведена к 
гибридному интегро-дифференциальному уравнению. Выводы. Получено новое урав-
нение, описывающее распространение монохроматической электромагнитной волны в 
локально неоднородной среде со слоем графена; для численного решения полученного 
уравнения предложен метод коллокаций. 
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Abstract. Background. The purpose of the study is to obtain a hybrid integro–differential 
equation in the case of an inhomogeneous volumetric graphene-covered obstacle to an elec-
tromagnetic wave. Material and methods. The Green tensor and the tensor analogue of the 
Green integral formula are used to derive the equation. Results. The transmission problem for 
the Maxwell equations is reduced to a hybrid integro-differential equation. Conclusions. A 
new equation is obtained to describe the propagation of a monochromatic electromagnetic 
wave in the three-dimensional locally inhomogeneous space with a graphene layer; colloca-
tion method is proposed to solve the hybrid equation numerically. 
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Введение 
История исследования графена насчитывает не одно десятилетие. 

Началом таких исследований, пожалуй, можно считать наблюдения за струк-
турой термически восстановленного оксида графита (GO) еще в середине  
XIX столетия [1]. Подробное описание и, что важнее, выделение графена  
в 2004 г. Андре Геймом и Константином Новоселовым вызвало волну интереса 
исследователей из разных областей науки к  изучению графена и связанных  
с ним физических процессов. Спектр таких исследований чрезвычайно широк: 
от свойств графена на атомарном уровне до макроскопических явлений.  

Возможность промышленным способом формировать тонкие слои гра-
фена привела к появлению структур с новыми электромагнитными свойства-
ми. Как оказалось, некоторые связанные с такими структурами физические 
явления могут быть описаны в рамках классической электродинамической 
теории. В работах [1–3] рассмотрена задача о распространении электромаг-
нитной волны в диэлектрическом слое, покрытом графеном. 

Несомненный интерес представляет и задача о распространении элек-
тромагнитной волны в неограниченном трехмерном пространстве, заполнен-
ном неоднородной средой со слоем графена на границе области неоднород-
ности. Скалярный аналог такой задачи рассматривался в работах [4, 5]. Ме-
тодами теории потенциала задача сопряжения для уравнения Гельмгольца 
сводится к системе поверхностных уравнений [4] или к одному гибридному 
уравнению [5]. 

В настоящей работе рассмотрен второй подход к исследованию задачи; 
для вывода интегрального уравнения применяется тензорный аналог форму-
лы Грина. Как и в [5], полученное уравнение является гибридным: оператор 
уравнения представляет собой сумму интегро-дифференциальных операто-
ров; в первом интеграл вычисляется по объему тела, а во втором – по его по-
верхности. Такое уравнение с точки зрения численного решения представля-
ется более трудным, однако позволяет рассматривать задачи, в которых по-
крытое графеном препятствие электромагнитной волны является неоднород-
ным (его диэлектрическая проницаемость является функцией пространствен-
ных координат). 

1. Постановка задачи  

Пусть пара вектор-функций 0 0 0 0( , ) ( , ) i te− ω= E HE H  описывает моно-
хроматическую электромагнитную волну с круговой частотой 0ω> , распро-
страняющуюся в трехмерном однородном изотропном пространстве 3.  
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Рассмотрим пространство 3 , заполненное локально неоднородной 
средой; ограниченная область неоднородности 3Q ⊂   с гладкой границей 

Q∂  характеризуется диэлектрической проницаемостью ( )xε . Вне тела ди-
электрическая проницаемость постоянна и равна 0ε , причем на границе Q∂   
области неоднородности диэлектрическая проницаемость может меняться 
скачкообразно. Всюду в 3  магнитная проницаемость постоянна и равна 0μ . 
На поверхность Q∂  нанесен бесконечно тонкий слой графена. 

Распространяющаяся в однородном пространстве электромагнитная 
волна является решением системы уравнений Максвелла 

 0 0 0 0 0 0,   .i i∇× = − ωε ∇× = ωμH E E H   (1) 

В рассматриваемой задаче требуется определить полное электромаг-
нитное поле ( , ) : ( , )i i=E H E H  в области неоднородности Q  и 

( , ) : ( , )e e=E H E H  в 3 \ Q , удовлетворяющее: 
– уравнениям Максвелла: 

 0
3

0 0

( ) ,   ,    ,

,      ,    \ ,
i i i i

e e e e

i x i x Q

i i x Q

∇× = − ωε ∇× = ωμ ∈

∇× = − ωε ∇× = ωμ ∈

H E E H

H E E H 
  (2) 

– условиям ограниченности энергии: 

 3
2,, ( )locL∈E H  ,  (3) 

– условиям излучения для рассеянного поля 0 0( , ): ( , )s s e e= − −E H E E H H : 

 
( )
( )

0

  0

1 / ,   ( ) ( ) 0,

1 / ,   ( ) ( ) 0, ,
s s s

s s s

O r ik r

O r ik r r

= × ∇× + →

= × ∇× + → →∞

E r E E r
H r H H r

  (4) 

– условиям сопряжения на Q∂ : 

 ( ) 0,   ( ) .e i e i g τ× − = × − = σn E E n H H E   (5) 

Поясним используемые обозначения: 1 2 3( , , ),x x x x=  1 2 3( , , )y y y y=  – 
точки трехмерного пространства, 1 2 3( , , )x x x=r  и 1 2 3( , , )y y y′ =r  – радиус-

векторы с началом в нуле, 2 2 2
1 2 3r x x x x= = = + +r ; n  – единичный вектор 

нормали к границе области, направленный во внешность этой области, если 
не указано иное направление; 0 0 0k = ω ε μ  – волновое число. Значение поля 
(например, E ) в точке  обозначается через ( ), ( )xE r E  или без указания аргу-
мента. 

Множитель gσ  в уравнении (5) определяет электрическую проводи-
мость графена. Это может быть постоянный множитель или функция про-
странственных координат; gσ  может зависеть и от электрического поля (см. 
статью [3] и библиографию в ней). В данной работе вид gσ  не конкретизиру-
ется. 
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2. Тензор Грина 

Пусть 
0

( , )
4

ik x yeG x y
x y

−
=

π −
 – фундаментальное решение уравнения Гель-

мгольца (будем также использовать обозначения: ( , ) ( ) ( )G G G′ ′= − =r r r r R ). 
Тензор Грина ˆ ( , )′G r r  определяется [6] формулой 

 2
0

ˆ ˆ( , ) ( , )G
k

 ∇⊗∇′ ′= +  
 

G r r I r r ,  (6) 

где ⊗  – тензорное произведение. Компоненты тензора Грина имеют вид 

 
2

2
0

ˆ ( , ),    , , 1,2,3.ij ij
i j

G i j
k x x

 ∂  ′= δ + =
 ∂ ∂ 

G r r   (7) 

Тензор Грина удовлетворяет условиям симметричности 

 ˆ ˆ ˆ( , ) ( , ) ( , )T′ ′ ′= =G r r G r r G r r   (8) 

и является решением (в смысле распределений) уравнения 

 2
0ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )k∇×∇× − = δG R G R I R .  (9) 

Кроме того, для ˆ ( )G R  выполнены условия на бесконечности [7]: 

 1 1
0ˆ ˆ ˆ( ) ( ),   ( ( )) ( ) ( ),   O R ik r O R R− −= × ∇× + = = →∞G R r G R G R R .  (10) 

3. Интегро-дифференциальное уравнение 
Вывод уравнения основан на применении тензорного аналога второй 

формулы Грина: 
ˆ ˆ( ) ( )  =

Q

dy  ∇×∇× ⋅ − ⋅ ∇×∇×  a A a A  

 ˆ ˆ= ( ) ( ) [ ( )] .y
Q

ds
∂

 × ⋅ ∇× + × ∇× ⋅  n a A n a A   (11) 

Замечание. Здесь и далее используются некоторые операции над век-
торами и тензорами. Например, нам понадобятся формулы 

 ˆ ˆ( ) ( ) ( ) , T⋅ × = − ⋅ × = × ⋅ ⋅ = ⋅a b c b a c a b c a G G a .  (12) 

Для удобства проверим эти равенства, разложив векторы и тензоры по 
ортонормированному базису (например, i ia=a e  и ˆ :ij i j ij i jG G= ⊗ =G e e e e ) и 
опуская знак суммировании по повторяющемуся индексу. Итак, получим  

( ) i i j j k k i j k ijka b c a b c⋅ × = ⋅ × = εa b c e e e , 

( ) ( )i j k j i k i j k jika b c a b c⋅ × = ⋅ × = εb a c e e e . 
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Теперь первое равенство вытекает из свойства jik ijkε = −ε  символа Ле-
ви-Чевиты. Проверим второе соотношение: 

ˆ ( ) ,T
k k ji i j k ji k i j k ji ki j i ji ja G a G a G a G⋅ = ⋅ = ⋅ = δ =a G e e e e e e e e  

ˆ ( ) ,ij i j k k k ij i j k k ij jk i j ij iG a a G a G a G⋅ = ⋅ = ⋅ = δ =G a e e e e e e e e  

После переобозначения индексов в j ij ia G e получим требуемое равен-
ство. 

Замечание. Так как тензор Грина Ĝ  является симметрическим, то вто-
рое равенство из (12) перепишется в виде ˆ ˆ⋅ = ⋅a G G a .  

Вернемся к выводу интегро-дифференциального уравнения. Пусть точ-
ка наблюдения x Q∈ . Применяя формулу (11) к =a E  и ˆ ˆ=A G , получим 

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )  = ( ) ( ) [ ( )]y
Q Q

dy ds
∂

   ∇×∇× ⋅ − ⋅ ∇×∇× × ⋅ ∇× + × ∇× ⋅    E G E G n E G n E G .  

Из системы (2) следует 2 2
0( ) ( ) ( ) : ( ) ( )y y y k y y∇×∇× = ω ε μ =E E E . Учи-

тывая определение тензора Грина, выводим 

[ ]2 2
0ˆ ˆ ˆ( ) ( ( ))  = ...y

Q Q

dy k y k ds
∂

 ( ) ⋅ − ⋅ + δ  E G E G I R , 

 [ ]2 2
0 ˆ( ) ( ) = ... .y

Q Q

x k y k dy ds
∂

 + ( ) − ⋅  -E E G   (13) 

Введем вектор 2 2
0: ( )k y k= ( ) −J E  и преобразуем интеграл в левой части 

(13), учитывая симметричность тензора ∇⊗∇  и единичного тензора Î : 

2
0

ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )
Q Q

y dy y G dy
k

 ∇⊗∇⋅ = ⋅ + =  
 

 J G R J I R  

( )2
0

1( ) ( ) ( ) ( )
Q Q

y G dy y G dy
k

= + ⋅ ∇⊗∇ = J R J R  

2
0

graddiv( ) ( ) ( ) ( ) : .
Q Q

y G dy y G dy
k

= + = J R J R EA  

Таким образом, получаем равенство 

 ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) [ ( )] , .y i i
Q

x x ds x Q
∂

 + = × ⋅ ∇× + × ∇× ⋅ ∈ E E n E G n E G- A   (14) 

Здесь индекс i  означает, что след вектор-функции ( )yE  на поверхно-
сти Q∂  берется из области Q . 
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Пусть шар B  с центром в начале координат достаточно большого ра-
диуса содержит область неоднородности .Q  Применяя тензорную формулу 
Грина, получим еще одно равенство при x Q∈ : 

2 2
0 0

\ \

ˆ ˆ ˆ ˆ0 = ( ) )e e e
B Q B Q

dy k dy k   ⋅ −∇×∇× = ⋅ − ⋅ (∇×∇× =    E G G E G E G  

\

ˆ ˆ ˆ ( ) ( )  = ( ) ( )e e y e
B Q Q

dy ds
∂

  = ∇×∇× ⋅ − ⋅ ∇×∇× − × ⋅ ∇× +  E G E G n E G  

 ˆ ˆ ˆ[ ( )]   + ( ) ( ) [ ( )] .e y e e
B

ds
∂

  + − × ∇× ⋅ × ⋅ ∇× + × ∇× ⋅  n E G n E G n E G   (15) 

Здесь индекс e  означает, что след вектор-функции ( )yE   на поверхно-
сти Q∂  берется извне области Q . При этом в интеграле по Q∂  записан  
вектор нормали n , направленный во внешность области Q∂ , отсюда знак  
«минус». 

Сложим равенства (14) и (15) и рассмотрим сначала случай, когда на 
поверхности тела нет графена: 

ˆ ˆ( ) ( ) ( ) [ ( )]e e y
B

x ds
∂

 = × ⋅ ∇× + × ∇× ⋅ + E n E G n E G(I-A)  

 ˆ ˆ( ( )) ( ) [ ( ( )] .y i e i e
Q

ds
∂

 + × − ⋅ ∇× + × ∇× − ⋅  n E E G n E E G   (16) 

Из непрерывности касательных компонент электрического и магнитно-
го полей на Q∂  следует равенство нулю второго поверхностного интеграла.  

Из условий излучения выведем: 

1
0 0

1 1( ) ( ) ( (1)) ( ), ,s s s sik r o ik o r r
r r

−× ∇× = × ∇× = − + = − + →∞n E r E E E  (17) 

1ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ( )) ( ( ))s s s r
× ⋅ ∇× = − ⋅ × ∇× = − ⋅ × ∇× =n E G E n G E r G  

 1 1
0 0

1 ˆ ˆ( ( )) ( )s s sik r O r ik O r
r

− −= − ⋅ − + = ⋅ + ⋅E G E G E .  (18) 

Теперь преобразуем интеграл по B∂ , полагая 0e s= +E E E : 

0 0ˆ ˆ[...] ( ( )) ( ) [ ( ( ))]y y s s
B B

ds ds
∂ ∂

 = × + ⋅ ∇× + × ∇× + ⋅ =   n E E G n E E G  

2 1
0 0ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )y s

B B

ds O r o r dy− −

∂

   = ⋅ + ⋅ + ∇×∇× ⋅ − ⋅ ∇×∇× =   E G E G E G  

 2
0 0 0 0ˆ ˆ(1) ( ) (1) ( ), .

B

o dy k o x r = + ⋅ − ⋅ ∇×∇× = − →∞  E G E G E   (19) 
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Итак, переходя в (16) и (19) к пределу при ,r →∞  выводим интегро-
дифференциальное уравнение по области неоднородности: 

02
0

1( ) ( , ) ( ) grad div ( , ) ( ) ( ),  ,
Q Q

x G x y y dy G x y y dy x x Q
k

− − = ∈ E J J E  

или, вспоминая определение ,J  

 2
0 0

0

( )( ) ( grad div) ( , ) 1 ( ) ( ),  .
Q

yx k G x y y dy x x Q
 ε− + − = ∈ ε 

E E E   (20) 

Аналогично получается и представление электрического поля вне .Q  
Теперь рассмотрим случай, когда на поверхность тела Q  нанесен слой 

графена. Вывод уравнения может быть повторен; изменения касаются лишь 
второго интеграла в правой части (16) согласно граничным условиям (5). Из 
непрерывности касательных компонент электрического поля, как и ранее, по-
лучаем 

ˆ( ( )) ( ) 0.i e y
Q

ds
∂

× − ⋅ ∇× = n E E G  

Преобразуем вторую часть интеграла: 

0ˆ ˆ[ ( ( )] [ ( )]i e y i e y
Q Q

ds i ds
∂ ∂

× ∇× − ⋅ = − ωμ × − ⋅ = n E E G n H H G  

0 0 2
0

grad divˆ ( ) ( ) ( , )g y g y
Q Q

i ds i I y y G x y ds
k

τ τ
∂ ∂

 
= − ωμ σ ⋅ = − ωμ + σ =  

 
 E G E  

2
0

0
( grad div) ( ) ( ) ( , ) .g y

Q

i k y y G x y dsτ
∂

−= + σ
ωε  E  

Окончательно получим гибридное интегро-дифференциальное уравнение 

2
0

0

( )( ) ( grad div) ( , ) 1 ( )
Q

yx k G x y y dy
 ε− + − + ε 

E E  

 2
0 0

0
( grad div) ( ) ( ) ( , ) ( ),  .g y

Q

i k y y G x y ds x x Qτ
∂

+ + σ = ∈
ωε  E E   (21) 

Представление поля вне области неоднородности имеет вид 

2
0 0

0

( )( ) ( ) ( grad div) ( , ) 1 ( )
Q

yx x k G x y y dy
 ε= + + − − ε 

E E E  

 2 3
0

0
( grad div) ( ) ( ) ( , ) ,   \ .g y

Q

i k y y G x y ds x Qτ
∂

− + σ ∈
ωε  E    (22) 
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4. О численном методе решения интегро-дифференциального уравнения 
Для численного решения выведенного гибридного уравнения можно 

применить, например, метод коллокаций. 
Пусть область неоднородности Q  содержится в некотором параллеле-

пипеде Π ; выполним разбиение (например, равномерное) Π  на параллеле-
пипеды iΠ . В качестве носителей финитных базисных функций определим 
такие множества i i Qπ = Π ∩ , что  

 0( ) ,i vμ π >   (23) 

где параметр 0v  – минимально допустимый объем носителей базисных 
функций – определяется вычислителем (некоторые из подобластей, которые 
могут не удовлетворять условию (23), выделены на рис. 1 светло-серым цве-
том). Перенумеруем носители iπ , удовлетворяющие условию (23), так, чтобы 
индекс 0{1,..., }i n∈ .  

Определим простейшие кусочно-постоянные векторные функции: 
(1) (2) (3)( ) ( ( ),0,0) ,  ( ) (0, ( ),0) ,  ( ) (0,0, ( )) ,

i i i
T T T

i i ix x x x x xπ π π= χ = χ = χφ φ φ  

то есть получим 03n n=  базисных функций, которые обозначим через ( ).i xφ  
 

 
Рис. 1. Геометрия задачи: носители базисных функций в области неоднородности 

 
Приближенное решение уравнения (21) ищется в виде линейной ком-

бинации базисных функций: 

( )
1

( ) ( ),
n

n i i
i

x c x
=

=E φ  

а неизвестные коэффициенты находятся согласно методу коллокаций из си-
стемы уравнений 

 ( )( ) 0( ) ( ) ( )Q Q n k kI ∂+ + ξ = ξE EA A , (24) 

здесь I  – единичный оператор; ,QA  ΩA  – интегро-дифференциальные опе-
раторы уравнения (21) по области Q  и поверхности Q∂  соответственно;  

kξ  – узлы коллокации, принадлежащие носителям kπ .  
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5. Исследование задачи о собственных волнах  
методом интегральных уравнений 

Рассмотрим задачу о собственных волнах, распространяющихся в не-
ограниченном локально неоднородном пространстве, в которой требуется 
найти нетривиальные решения однородной системы уравнений Максвелла  
с условиями (3)–(5) (при 0 0 0= ≡E H ), а спектральным параметром является 
круговая частота ω  (этот параметр в общем случае можно считать комплекс-
ным). Исследование этой задачи сводится к решению однородного ( 0 0≡E ) 
интегро-дифференциального уравнения  
 ( )Q QI ∂+ + =E 0A A .  (25) 

Заметим, что если проводимость gσ  не зависит от значений электриче-
ского поля, то гибридное уравнение (21) является линейным, а (24) представ-
ляет собой систему линейных алгебраических уравнений. В частности, при 

0gσ =  из (21) получим интегро-дифференциальное уравнение задачи ди-
фракции на неоднородном теле [8, 9], а из (23) – соответствующую систему 
линейных алгебраических уравнений для нахождения приближенного реше-
ния. В случае 0gσ =  уравнение (25) имеет лишь тривиальные решения. 

Для поиска нетривиальных решений линейной задачи о собственных 
волнах выполним ее дискретизацию, используя метод коллокаций и переходя 
от интегрального уравнения (25) к однородной системе линейных алгебраи-
ческих уравнений: 
 ω =[A ]c o( ) .  (26) 

Определив параметр ω , при котором det 0ω =[A ]( ) , найдем ненулевой 
столбец коэффициентов c  и, следовательно, нетривиальное приближенное 
решение  nE  задачи о собственных волнах.  

Заключение 
Выведено гибридное интегро-дифференциальное уравнение в задаче 

распространения монохроматической электромагнитной волны в локально 
неоднородной среде с бесконечно тонким слоем графена c проводимостью 

gσ произвольного вида. Изложенный метод позволяет рассматривать неод-
нородные включения, диэлектрическая проницаемость которых является 
функцией пространственных координат, а также применять полученное 
уравнение к исследованию задачи в случае, когда проводимость gσ  зависит 
от электрического поля.  
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Метод микроволновой томографии для решения  
обратной задачи на телах цилиндрической формы  

А. О. Лапич1, М. Ю. Медведик2 
1,2Пензенский государственный университет, Пенза, Россия 

1lapich.a@yandex.ru, 2_medv@mail.ru 
1 
Аннотация. Актуальность и цели. Цель работы – решение обратной задачи дифрак-
ции на телах цилиндрической формы, расположенных в свободном пространстве. 
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Abstract. Background. The main purpose of this study is finding of solution the inverse 
problem of diffraction. The application of this problem may be relevant in the diagnosis of 
breast cancer. Materials and methods. The initial boundary value problem for the Helm-
holtz equation is reduced to integral equation. This equation is solved numerically. A two-
step algorithm is used to solve the inverse problem. Results. The graphic images which il-
lustrate the value of the dielectric constant inside the body for the initial problem and for 
reconstructed one are presented. Conclusions. A numerical method for finding the wave 
function is proposed and implemented, which makes it possible to identify the structure of 
an object without damaging or destroying them. 
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Введение 
В последнее время все более актуальным становится изучение методов 

неразрушающего контроля для определения параметров внутри объектов 
различной формы. Это связано с развитием науки и техники, а также с тем, 
что неразрушающие методы контроля позволяют определить параметры объ-
ектов без повреждения или разрушения их структуры, что особенно важно 
для сохранения целостности и функциональности многих объектов и тел. 

В работе изучается обратная задача дифракции на цилиндрических ди-
электрических телах. В таких задачах требуется определить форму и характе-
ристики объекта внутри него на основе данных о распределении интенсивно-
сти отраженной или рассеянной волны от стороннего источника излучения. 
Решение этой задачи имеет важное практическое значение во многих обла-
стях, включая медицину, геофизику, томографию, радиолокацию и другие 
области, где требуется восстановление скрытых или недостающих данных на 
основе доступной информации или измерений. Имеются многочисленные 
публикации авторов, занимающихся подобными исследованиями [1–6]. 

Методы решения обратной задачи дифракции включают численные ал-
горитмы и модельные эксперименты, которые позволяют получить информа-
цию о структуре объекта и оптимизировать процесс идентификации. 

Задача решается как для однородного, так и для неоднородного случая. 
С высокой степенью детализации определяется функция неоднородности ци-
линдрического тела. 

Задача может решаться на различных частотах в широком диапазоне 
радиочастотного спектра, включающем длинные волны (ДВ) с частотами  
30–300 кГц, средние волны (СВ) с частотами 300–3000 кГц, короткие волны 
(КВ) с частотами 3–30 Мгц, а также ультракороткие волны.  

Исследуемая задача также может найти свое применение в медицин-
ских измерениях. Отсюда следует необходимость указать факт негативного 
влияния высоких частот на человеческий организм. СанПиН [7] устанавли-
вают предельно допустимые уровни (ПДУ) воздействия на людей электро-
магнитных излучений в диапазоне частот 30 кГц – 300 ГГц и указывают, что 
максимальная продолжительность воздействия электромагнитного излучения 
напрямую зависит от частоты данного излучения. Увеличение частоты неиз-
бежно ведет к уменьшению времени нахождения человека около источника. 

Кроме частоты излучения, эффект электромагнитного излучения на 
объект зависит от интенсивности, продолжительности, характера и режима 
облучения, комбинированного действия других факторов и свойств тканей. 
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Наибольшее влияние на организм оказывает диапазон сверхвысоких частот 
(СВЧ), затем ультравысоких частот (УВЧ), а менее активными являются вы-
сокие частоты (ВЧ). Биологическая активность обычно возрастает с умень-
шением длины волны. 

Интенсивность электромагнитного поля различна в разных диапазонах: 
при сверхнизких, низких, средних, высоких, очень высоких частотах интен-
сивность излучения определяется напряженностью электрического и магнит-
ного полей. В диапазонах УВЧ, СВЧ и КВЧ мы находимся в волновой зоне, 
где воздействие оценивается плотностью потока энергии (ППЭ). 

При данной диагностике требуется, чтобы объект находился на близ-
ком расстоянии к устройству. Соответственно нужно либо уменьшить дли-
тельность влияния излучения (что в некоторых случаях не представляется 
возможным), либо уменьшить излучаемые частоты от прибора анализа. В ра-
боте предлагается уменьшение значения частоты, которое не будет ухудшать 
точность вычисления. 

Для достижения данной цели необходимо разработать алгоритм чис-
ленного решения нелинейного интегрального уравнения. В процессе работы 
используются методы численного интегрирования, аппроксимации функций 
и решения систем линейных алгебраических уравнений. Также требуется 
провести анализ полученных результатов и сравнить их с эксперименталь-
ными данными или с решениями других моделей. Важно учитывать физиче-
ские особенности задачи, такие как граничные условия, свойства материала 
тела и характеристики электромагнитных волн. Данный метод имеет ряд пре-
имуществ и является перспективным подходом при решении подобных задач 
[8–11]. 

Решение реальных физических задач требует все больших объемов вы-
числений, которые зачастую невозможно провести на персональном компью-
тере. Это заставляет исследователей использовать суперкомпьютерные тех-
нологии для получения результатов и приводит к необходимости создания 
новых методов решения задач. Используя субиерархический подход [12–15], 
можно избежать повторных вычислений для решения задачи на телах, опи-
сываемых геометрией уже рассчитанной фигуры.  

1. Постановка задачи 
Рассмотрим задачу дифракции на теле Q , расположенном в свободном 

пространстве 3R . Пусть дано неоднородное уравнение Гельмгольца 

 ( ) ( )2u k x u f xΔ + = ,  (1) 

где ( )f x  – известная функция с компактным носителем; ( )2k x  – непрерыв-
ная функция. 

Будем предполагать, что на границе раздела двух сред выполняются 
условия сопряжения 

 [ ] 0, 0Q
Q

uu
n∂

∂

∂ = = ∂ 
,  (2) 

а также необходимо учесть условия излучения Зоммерфельда 
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 1 , :u iku o r x
r r
∂  = + = →∞ ∂  

.  (3) 

Представим уравнение (1) в виде 

 ( )( ) ( )2 2 2
0 0u k u k k x u f xΔ + = − + .  (4) 

На рис. 1 представлено тело Q , 0k  является волновым числом вне тела, 
( )k x  – функция, характеризующая волновое число внутри тела; E  – поле, 

исходящее от точечного источника и его направление. Данная задача сводит-
ся к интегральному уравнению вида 

 ( ) ( ) ( ) ( )0 2
1 ,

Q

u x f x k G x y u y dy= +  ,  (5) 

или 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )0 2 2
0,

Q

u x f x G x y k k y u y dy= + − ,  (6) 

здесь уравнение (5) описывает однородный случай ( ) constk x = , а уравнение 
(6) – неоднородный случай и содержит волновую функцию ( )k x . 
 

 
Рис. 1. Геометрическая постановка задачи 

2. Численный метод 

Обозначим ( ) ( )( ) ( )2 2
0: ,

Q

Au G x y k k y u y dy= − , ( ):u u x= , ( )0:F f x=  и 

запишем данное уравнение в операторном виде: 

: :Lu u Au F= − = . 
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Решение уравнений (5)–(6) производится методом Галеркина. Рассмот-
рим n-мерное пространство nV . Проведем аппроксимацию элементов ψ  эле-
ментами n nVψ ∈  и найдем nψ  из системы уравнений  

 ( ) ( ), ,nL v f vψ = .  (7) 

Эти уравнения определяют конечномерный оператор :n n nL V V ′→ , где 

nV ′  есть антидуальное пространство к nV . В качестве базисных функций вы-
берем функции kv . 

В общем случае можно ожидать сходимость метода только тогда, когда 
подпространства nV  предельно плотны в V : 

inf 0,
nV

n
ψ∈

ψ −ϕ → →∞ , 

для всех Vϕ∈ . Эту оценку также называют свойством аппроксимации. Вве-
дем равномерную расчетную сетку. Для удобства работы с объемным телом 
введем трехиндексную нумерацию элементов сетки klmΠ . Базисные функции 

klmv , 1,2,3i = , определяются следующим образом: 

1, ,
0, .

klm
klm

klm

x
v

x
 ∈Π

=  ∉Π
 

Построенное множество базисных функций удовлетворяет необходи-
мому условию аппроксимации  в пространстве 2L . 

В терминах операторов сходимость проекционного метода означает, 
что для всех n N≥  конечномерные операторы : :n n n nA P A V V ′= →  являются 

обратимыми и что поточечная сходимость 1 , ,n nA P A n− ϕ→ϕ →∞  имеет место 
при всех Vϕ∈ . 

Поскольку :n nA P A=  – оператор, действующий в конечномерных про-
странствах, применение проекционного метода сводится к решению конеч-
номерной системы линейных алгебраических уравнений. Для заполнения 
матрицы преобразуем трехиндексный вектор в одноиндексный, аналогичную 
процедуру произведем и с матрицей. Правая часть матричного уравнения за-
дается формулой 

j

j jf fv dy
Π

=  . Каждый элемент матрицы получается путем 

вычисления шестикратного интеграла, имеющего слабую особенность в об-
ласти интегрирования  

( , ) ( ) ( )
j i

ij ij i jL w G x y x v y dxdy
Π Π

= δ − φ ⋅  ,  

где ( )i xφ  и ( )jv y  – тестовые и базисные функции соответственно.  
Процедура избавления от особенности представляет собой разнесение 

точек интегрирования. Интегрирование производится по двум элементарным 
параллелепипедам klmΠ . 
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Далее мы приступаем к процедуре обнаружения неоднородностей 
внутри объекта. Для этой цели мы применяем двухшаговый алгоритм [8–11]. 
Определим значение тока ( )xJ  через поле: 

( ) ( ) ( )2 2
0x k xk x u=  − J . 

Далее решаем уравнение относительно тока ( )xJ : 

 ( ) ( ) ( )2
0 , , ,km ob E ob ob

Q
u x G x y y dy x Q= ∉ J   (8) 

где ( )m obu x  является моделируемым полем в точках obx . 
Из уравнения (8) находим ( )xJ  и определяем волновую функцию тела 

( )k x  в каждой ячейке, используя формулу пересчета: 

 ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2
0

0

, .

,E
Q

x
k k x x Q

u x G x y y dy

− = ∈
 
 +
 
 


J

J

  (9) 

В связи с тем, что уравнение (8) является уравнением первого рода, по-
лученная в ходе вычисления матрица является плохо обусловленной. Поэто-
му будем использовать объединенные расчетные сетки для эффективной реа-
лизации вычислительного процесса и снижения числа обусловленностей мат-
рицы [12]. 

3. Численные результаты 
Поскольку все рассматриваемые тела будут иметь цилиндрическую 

форму, удобно производить вычисления в цилиндрической системе коорди-
нат, которая позволяет описывать трехмерное пространство с помощью ради-
уса, азимутального угла и высоты (или расстояния от начала координат). Это 
удобно для описания объектов с цилиндрической симметрией, таких как ци-
линдры, конусы и т.д. Кроме того, цилиндрическая система координат позво-
ляет упростить некоторые математические вычисления и уравнения в опре-
деленных задачах.  

Будем считать, что объемное тело Q  является цилиндром:  

1 2{ : 0 , 0 2 , }Q x R c z c= ≤ ρ < ≤ ϕ < π < < , 

где положение точки задается радиусом ρ , углом ϕ  и координатой z . Про-
цесс перехода к декартовым координатам записывается следующей системой: 

1

2

3

cos ;
sin ;
.

x
x x

x z

= ρ ϕ
= = ρ ϕ
 =

 

Далее разобьем тело Q  на блоки klmΠ , представленные на рис. 2 спра-
ва, следующим образом:
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1 1 1

2 1 2 1 2 1

{ : ,   ,   z },

,   ,   z ,

klm k k l l m m

k l m

x z z
z zk l m

n n n

+ + +Π = ρ < ρ < ρ ϕ < ϕ < ϕ < <
ρ −ρ ϕ −ϕ −ρ = ϕ = =

 

где , , 0,..., 1k l m n= − .  
 

  
Рис. 2. Элементарная ячейка сетки для декартовой  

и цилиндрической систем координат 
 
Расстояние в цилиндрической системе координат определяется по 

формуле 

( ) ( )22 2 2 cosx y x y x y x yx y z z− = ρ + ρ − ρ ρ ϕ −ϕ + − . 

Приведем результаты расчета для нескольких фигур цилиндрической 
формы. Для наглядности приведем результаты в виде рис. 3–5. Внутри тела 
цилиндрической формы был введен объект вида «кольцо» с равномерно рас-
пределенной неоднородной структурой в диапазоне от 80 до 240 единиц. 
Размер расчетной сетки составлял 15 15 15× ×  ячеек, и была выбрана с учетом 
технической возможности вычисляющего персонального компьютера. Ис-
точником поля является волна, исходящая от точечного источника с частотой 
1,3 Ггц.  

Как можно наблюдать, результаты исходной и восстановленной задач 
на рис. 3, 4 имеют схожие значения. Отсюда следует, что метод решения об-
ратной задачи работает и показывает приемлемые результаты. 

В качестве эксперимента для проверки метода при значениях «с шу-
мом» была введена погрешность 5 и 15 %, которая показана на рис. 5, 6. Вид-
ны некоторые изменения в значениях неоднородности, однако форма объекта 
отчетливо просматривается в каждом результате. При больших значениях 
шума требуется использование дополнительных методов фильтрации  
данных. 

Заключение  
Описанный выше метод позволяет моделировать рассеяние волны на 

телах различной формы (в данной работе цилиндрической) и тем самым поз-
воляет описывать процесс восстановления волновой функции объектов на 
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вычислительных сетках. Объекты могут иметь внутри как линейную, так и 
нелинейную структуру.  

 

 
Рис. 3. Значение исходной волновой функции 

 

 
Рис. 4. Значение восстановленной волновой функции 

 

 
Рис. 5. Значение восстановленной волновой функции  

с внесенной погрешностью 5 % на этапе моделирования поля 
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Рис. 6. Значение восстановленной волновой функции  

с внесенной погрешностью 15 % на этапе моделирования поля 
 
Использование объединенных расчетных сеток позволяет эффективно 

решать задачу на низких частотах, допустимых в [7]. 
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Дифференциальные изоморфизмы первого порядка  
канонических гиперболических уравнений  

А. И. Фомин1, В. И. Титаренко2 
1Российский государственный университет  
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1 
Аннотация. Актуальность и цели. Для определения неизвестных решений канониче-
ских гиперболических дифференциальных уравнений для функций двух переменных 
представлялось актуальным установление связи дифференциальных изоморфизмов 
первого порядка этих уравнений с преобразованиями Лапласа. Материалы и мето-
ды. Для исследования изоморфизмов первого порядка применяется теорема о пред-
ставлении изоморфизмов линейными дифференциальными трансляторами. Исполь-
зуются прямые действия с дифференциальными операторами. Результаты и выводы. 
Доказана теорема о том, что любой дифференциальный изоморфизм первого порядка 
между каноническими дифференциальными уравнениями с вещественно-аналитичес-
кими коэффициентами является композицией преобразований Лапласа первого и ну-
левого порядка. Это позволяет расширить область применения классических преоб-
разований Лапласа.  
Ключевые слова: каноническое уравнение, дифференциальный транслятор, преоб-
разование Лапласа, порядок дифференциального гомоморфизма и изоморфизма, би- 
транслятор 
Для цитирования: Фомин А. И., Титаренко В. И. Дифференциальные изоморфизмы 
первого порядка канонических гиперболических уравнений // Известия высших 
учебных заведений. Поволжский регион. Физико-математические науки. 2024. № 1. 
С. 118–125. doi: 10.21685/2072-3040-2024-1-10 
 

The first-order differential isomorphisms  
of canonical hyperbolic equations 
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Abstract. Background. To determine unknown solutions of canonical hyperbolic differen-
tial equations for functions of two variables, it seemed relevant to establish the connection 
of the first-order differential isomorphisms of these equations with Laplace transformations. 
Materials and methods. To study the first-order isomorphisms, the theorem on the represen-
tation of isomorphisms by linear differential translators is applied. Direct actions with dif-
ferential operators are used. Results and conclusions. The theorem is proved that any first-
order differential isomorphism between canonical differential equations with real analytic 
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coefficients is a composition of the first-order and zero-order Laplace transformations. This 
makes it possible to expand the scope of application of classical Laplace transformations. 
Keywords: canonical equation; differential translator; Laplace transform; order of differen-
tial homomorphism and isomorphism; bittranslator 
For citation: Fomin A.I., Titarenko V.I. The first-order differential isomorphisms of ca-
nonical hyperbolic equations. Izvestiya vysshikh uchebnykh zavedeniy. Povolzhskiy region. 
Fiziko-matematicheskie nauki = University proceedings. Volga region. Physical and 
mathematical sciences. 2024;(1):118–125. (In Russ.). doi: 10.21685/2072-3040-2024-1-10 

Введение 
Многие задачи механики и математической физики приводятся к ли-

нейным однородным гиперболическим дифференциальным уравнениям вто-
рого порядка для функций двух переменных. В канонических координатах 
уравнения такого типа принимают вид [1]: 

 ( , ) ( , ) ( , ) ( ) 0xy x y xy x yv a x y v b x y v c x y v a b c v Pv+ + + = ∂ + ∂ + ∂ + = = .  (1) 

Частным случаем уравнений (1) являются уравнения Эйлера – Пуассо-
на [1, 2]. 

Будем считать функции ( , ),  ( , ),  ( , ),  ( , )a x y b x y c x y x yλ  в общем случае 

комплекснозначными, бесконечно дифференцируемыми в области 2Ω⊆  . 
Функции λ , xh a ab c= + − , yk b ab c= + −  ( h  и k  – инварианты Лапласа 
уравнения (1)) ни в одной точке этой области не обращаются в нуль. Предло-
женные Лапласом в работе [3] дифференциальные замены зависимых пере-
менных  

 :  L v u vλ → = λ , 1 1:  ( )yL v u a v→ = ∂ + , 1 1:  ( )xL v u b v− −→ = ∂ +   (2) 

порождают преобразования, которые переводят уравнение (1) в новые кано-
нические уравнения [4]: 

0xy x yP u u a u b u c uλ λ λ λ= + + + = , 1 1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) 0xy x yPu u a u b u c u= + + + =   , 

 1 1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) 0xy x yP u u a u b u c u− − − − − − − − −= + + + =   .  (3) 

Преобразования Лапласа устанавливают взаимно однозначные соответ-
ствия между решениями исходного уравнения и решениями преобразованных 
уравнений [1]. Кроме того, замены (2) индуцируют преобразования линейных 
дифференциальных операторов.  В результате возникают равенства [4]:  

  P Pλ ⋅λ = λ ⋅ , 1 1( ) ( )y yP a a P⋅ ∂ + = ∂ + ⋅  , 1 1( ) ( )x xP b b P− −⋅ ∂ + = ∂ + ⋅ .  (4) 

С точки зрения общей теории [5] равенства (4) означают, что операто-
ры λ , ( )y a∂ + , ( )x b∂ +  являются линейными дифференциальными трансля-
торами соответствующих типов. Трансляторы реализуют дифференциальные 
гомоморфизмы линейных однородных систем дифференциальных уравнений. 
И для понимания смысла теоремы, которая будет доказана, необходимо здесь 
привести простейшие сведения из теории дифференциальных гомоморфиз-
мов [5]. Краткое изложение основных понятий этой теории есть в статьях  
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[5, 6], в которых вводились понятия битранслятора и порядка дифференци-
ального гомоморфизма и изоморфизма.  

Материалы и методы 
В работе используются обозначения статьи [5]: D – алгебра скалярных 

линейных дифференциальных операторов (л.д.о.) конечного порядка с беско-
нечно дифференцируемыми в области nΩ⊆   или вещественно аналитиче-
скими комплекснозначными коэффициентами; ( ),D r m  – множество матрич-

ных л.д.о.  ijP P=  размера r m×  с элементами ijP D∈ ; ( )mD P  – подмо-

дуль свободного левого D -модуля (1, )mD D m≈  с образующими 

( )1,...,i i imP P P= ; PM  – фактормодуль ( )m mD D P ; : m
PDσ →M  – есте-

ственный эпиморфизм; V  – левый унитарный D -модуль, 

1( , , ) m
mu u u V= ∈ ; л.д.о. P  задает линейное отображение :  m rP V V→  по 

правилу: 1 1 i i im mPu P u P u= + + , 1 ( , , )rPu Pu P u=  . Пусть ker m
PP V=  – под-

пространство решений системы 0Pu =  в D -модуле mV , ( )1 1 1,P D r m∈ , 

( )2 2 2,P D r m∈ . 
Л.д.о. ( )1 1 2,a D m m∈  называется линейным дифференциальным 

транслятором типа ( )1 2,P P , если для некоторого ( )2 1 2,b D r r∈  выполняется 
равенство 1 1 2 2P a b P= . Л.д.о. 2b  называется битранслятором. Транслятор 1a  

задает линейное отображение 2 1
1 2 1

: m m
a P Pl V V→ , и возникает линейное отобра-

жение l  линейного пространства ( )1 2,T P P  трансляторов типа ( )1 2,P P  в про-

странство 2 1
2 1

hom ( , )m m
P PV V . Это отображение не инъективно, точнее,  

ядро этого отображения задается равенством ( ){ 1 2ker , :l a D m m= ∈  

( )}1 2 2 m mD a D P⊆ . От неоднозначности можно избавиться, если заменить 

трансляторы гомоморфизмами фактормодулей. Дело в том, что равенство 

1 1 2 2P a b P=  эквивалентно включению ( ) ( )1 21 1 2
m mD P a D P⊆ . Поэтому транс-

лятор типа ( )1 2,P P  задает D -гомоморфизм фактормодулей 
1 21

1 : P Paψ →M M  

и отображение 1 1:  aaψ →ψ  является эпиморфизмом линейного пространства 

( )1 2,T P P  на линейное пространство ( )1 2
hom ,D P PM M  [5].  

Связь элементов ( )1 2
hom ,D P PM M  с решениями систем уравнений 

1 20,  0Pu P v= =  устанавливается согласно работе [5]. Любой гомоморфизм ξ  

модуля PM  в модуль V можно задать с помощью элемента m
Pu V∈  по пра-

вилу ( )( )u uξ = φ σ β = β ,  mDβ∈ . Отображение ( ):  hom , ,m
P D PV Vφ → M  
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uu →φ , при этом оказывается изоморфизмом линейных пространств. Гомо-

морфизм ( )1 2
hom ,D P Pγ∈ M M  порождает стандартное линейное отображе-

ние ( ) ( )2 1
: hom , hom ,D P D PV V∗γ →M M , ( ) ( )2

hom ,D P V ∗ξ∈ → γ ξ = ξγM . 

Если v  – решение системы 2 0P v = , 2
vφ  – соответствующий гомоморфизм 

2P V→M , то ( )2 2
v v

∗γ φ = φ γ  – гомоморфизм 
1P V→M , которому соответ-

ствует решение ( ) 11 2( )vu
−

= φ φ γ  системы 1 0Pu =  [5]. Отображение 
1al  связано 

с гомоморфизмом 
1aψ  естественным образом, точнее, верно равенство: 

11

1 2( )v aa vφ = φ ⋅ψ  [5]. 

Теперь естественными представляются следующие определения, поня-
тия и утверждения. Элемент ( )1 2

hom ,D P Pγ∈ M M  называется дифференци-

альным гомоморфизмом типа 1 2( , )P P . Однородные системы линейных 
дифференциальных уравнений 1 20,  0Pu P v= =  называются дифференциаль-
но изоморфными, если 

1 2P P≈M M . Порядком ord γ  дифференциального 

гомоморфизма ( )1 2
hom ,D P Pγ∈ M M  называется наименьший из порядков 

дифференциальных трансляторов типа ( )1 2,P P , реализующих гомоморфизм 
γ . Изоморфизм 

1 2
: P Pγ →M M  имеет порядок 1 2( , )ν ν , если 1ord γ = ν , 

1
2ord −γ = ν  и изоморфизм γ  имеет порядок ν , если 1ord ord −γ = γ = ν . 

Гомоморфизм ( )1 2
hom ,D P Pγ∈ M M , 

1

1
aγ = ψ , является изоморфизмом 

тогда и только тогда, когда существует гомоморфизм 
2

1 2
a

−γ = ψ  такой, что 

верны равенства: 
2 1 1 2

1 2 1 1
1ida a a a

−γ γ = ψ ψ = ψ = , 
1 2 2 1

1 1 2 2
2ida a a a

−γγ = ψ ψ = ψ = , где 

1id , 2id  – тождественные отображения 
1 1P P→M M  и 

2 2P P→M M  соответ-

ственно. Следовательно, системы 1 20,  0Pu P v= =  дифференциально изо-
морфны тогда и только тогда, когда существуют линейные дифференциаль-
ные трансляторы 1 1 2( , )a T P P∈ , 2 2 1( , )a T P P∈  такие, что выполняются равен-

ства: 11 2 1 1
ma a e P= + λ , 22 1 2 2

ma a e P= + λ , ( )1 1 1,D m rλ ∈ , ( )2 2 2,D m rλ ∈ , а 
1me , 2me  – единичные матрицы соответствующих порядков [5]. 

Результаты и выводы 
Возвращаясь к каноническим уравнениям, будем считать, что: 

1 1 1 1xy x yP a b c= ∂ + ∂ + ∂ + , 2 2 2 2xy x yP a b c= ∂ + ∂ + ∂ + , 1 1 1 1 1(( ) )xh a a b c= + − ,  

1 1 1 1 1( )yk b a b c= + − , 2 2 2 2 2(( ) )xh a a b c= + − , 2 2 2 2 2( )yk b a b c= + − . 
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Предположим дополнительно, что коэффициенты л.д.о. 1 2,P P  являются 
вещественно аналитическими функциями. Такая функция либо тождественно 
равна нулю, либо отлична от нуля на плотном в области Ω  множестве. До-
кажем следующую теорему. 

Теорема о дифференциальных изоморфизмах первого порядка ка-
нонических дифференциальных уравнений. Любой дифференциальный 
изоморфизм первого порядка между каноническими дифференциальными 
уравнениями вида (1) с вещественно аналитическими коэффициентами явля-
ется композицией преобразований Лапласа первого и нулевого порядка. 

Доказательство. Предположим, что канонические уравнения 1 0,Pu =  

2 0P v =  связаны дифференциальным изоморфизмом первого порядка. Тогда 
должны существовать л.д.о. 1 1 1 1x ya X Y Z= ∂ + ∂ + , 2 2 2 2x ya X Y Z= ∂ + ∂ +  и 
функции 1( , )x yλ , 2 ( , )x yλ  такие, что выполняются равенства: 

 1 2 1 11a a P= + λ  , 2 1 2 21a a P= + λ  .  (5) 

Выражение ( , ) ( ) ,P
k

x a x α
α

α =
σ ξ = ξ  1( , , ) n

nξ = ξ ξ ∈  , 1
1

nn
α ααξ = ξ ξ , 

называется главным символом скалярного л.д.о. ( )
k

P a x α
α

α ≤
= ∂  порядка k . 

То есть 
1 2 1 2( , ) ( , )P Px xσ ξ = σ ξ = ξ ξ , 

1 2 1 1 2( , )a a xσ ξ = λ ξ ξ  , 
2 1

( , )a a xσ ξ =  2 1 2λ ξ ξ , 

1 1 1 1 2( , )a x X Yσ ξ = ξ + ξ , 
2 2 1 2 2( , )a x X Yσ ξ = ξ + ξ . При умножении скалярных 

л.д.о. главные символы перемножаются, поэтому должны выполняться ра-
венства: 1 1 1 2 2 1 2 2 1 1 2 2 1 2( )( )X Y X Yξ + ξ ξ + ξ = λ ξ ξ = λ ξ ξ . Следовательно, 

1 2λ = λ = λ  и 1 2 0X X = , 1 2 0Y Y = , 1 2 1 2X Y Y X+ = λ . Функции 1 1,X Y  не могут 
одновременно обращаться в нуль, функции 2 2,X Y  тоже не могут одновре-
менно обращаться в нуль. Поэтому возможны только два типа л.д.о. первого 
порядка, реализующих взаимно обратные дифференциальные изоморфизмы: 

1 1 1xa X Z= ∂ + , 2 2 2ya Y Z= ∂ +  или 1 1 1ya Y Z= ∂ + , 2 2 2xa X Z= ∂ + .  
Для определенности рассмотрим первый случай: 

1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2( )( ) ( ( ) )x y xy x x yX Z Y Z X Y X Z X Y Z Y∂ + ∂ + = ∂ + ∂ + + ∂ +  

( )1 2 1 2 1 1 1( ) 1 ( )x xy x yX Z Z Z a b c+ + = + λ ∂ + ∂ + ∂ + , 

2 2 1 1 2 1 2 1 2 2 1( )( ) ( ( ) )y x xy y x yY Z X Z Y X Y X Z X Y Z∂ + ∂ + = ∂ + + ∂ + ∂ +  

2 1 2 1 2 2 2( ( ) ) 1 ( )y xy x yY Z Z Z a b c+ + = + λ ∂ + ∂ + ∂ + .  

Приравнивая коэффициенты при производных, получим: 1 2 X Y = λ , 

1 2 1X Z a= λ , 1 2 1 2 1( )xX Y Z Y b+ = λ , 1 2 1 2 1( ) 1xX Z Z Z c+ = + λ ; 2 1 2Y Z b= λ , 

2 1 2 1 2( )yY X Z X a+ = λ , 2 1 2 1 2( ) 1yY Z Z Z c+ = + λ .  
Подставим 1 2 X Yλ =  в равенства 1 2 1X Z a= λ , 2 1 2Y Z b= λ . Получим ра-

венства: 2 2 1Z Y a= , 1 1 2Z X b= . Заменив 1 2,Z Z  в равенствах 1 1 1xa X Z= ∂ +  и 
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2 2 2ya Y Z= ∂ + , получим 1 1 2( )xa X b= ∂ + , 2 2 1( )ya Y a= ∂ + . Подставим 

1 2X Yλ = , 1 1 2Z X b= , 2 2 1Z Y a=  в равенства 1 2 1 2 1( )xX Y Z Y b+ = λ  и 1 2( )xX Z +  

1 2 11Z Z c+ = + λ . Получим: 2 2 2 1 2( )  xY b Y b Y+ = , 1 2 1 1 2 1( ) ( )x xX Y a X Y a+ +  

1 1 2 2 1 2 11X a b Y X Y c+ = + . 2 2b Y  Подставим выражение 2 2 1 2 2( )xb Y b Y Y= −  в по-
следнее равенство, получим:  

1 2 1 1 2 1 1 1 1 2 2 1 2 1 1 2 1 1 1 2 1( ) ( ) ( ( ) ) ( ) 1x x x xX Y a X Y a X a b Y Y X Y a X Y a b X Y c+ + − = + = + ,  

1 2 1 1 1 1(( ) ) 1xX Y a a b c+ − = , 1 2 1 1X Y h = . 

Аналогично, подставим 1 2 X Yλ = , 2 2 1Z Y a= , 1 1 2Z X b=  в равенства 

2 1 2 1 2( )yY X Z X a+ = λ  и 2 1 2 1 2( ) 1yY Z Z Z c+ = + λ . Получим: 1 1 1( )yX a X+ =  

2 1a X= , 2 1 2 2 1 2 2 2 1 1 1 2 2( ) ( ) 1y yY X b Y X b Y b a X X Y c+ + = + . Подставим 1 1a X =  

2 1 1( )ya X X= −  в последнее равенство. Найдем:  

2 1 2 2 1 2 2 2 2 1 1 1 2 1( ) ( ) ( ( ) ) 1y y yY X b Y X b Y b a X X X Y c+ + − = + ,  

2 1 2 2 1 2 2 1 2 2( ) 1yY X b Y X a b X Y c+ = + , 2 1 2 2 2 2(( ) ) 1yY X b a b c+ − = , 1 2 2 1X Y k = . 

Из равенств 1 1 1XY h = , 1 2 1XY k =  следует, что функции 1X , 2Y , 2k , 1h  и 
1 2 X Yλ =  не обращаются в нуль ни в какой точке области Ω  и выполняется 

равенство 1 2h k= . Умножим обе части равенства 1 2 11a a P= + λ   справа на 
л.д.о. 1a . Получим равенство 1 2 1 1 1 1a a a a P a= + λ     . Умножив обе части равен-
ства 2 1 21a a P= + λ   слева на 1a , получим равенство 1 2 1 1 1 2a a a a a P= + λ     . Срав-
нив полученные равенства, найдем, что верны равенства: 1 2 1 1a P P aλ = λ  , 

1 1 1 2(1 )( )P a a P= λ λ  . Последнее равенство означает, что л.д.о. 1a  является ли-
нейным дифференциальным транслятором типа ( )1 2,P P , т.е. ( )1 1 2,a T P P∈ . 
Аналогично показывается, что л.д.о. 2a  является линейным дифференциаль-
ным транслятором типа ( )2 1,P P , т.е. ( )2 2 1,a T P P∈ . При этом операторы 

1 1 2( )xa X b= ∂ + , 2 2 1( )ya Y a= ∂ +  являются произведениями операторов 
умножения на функции 1X , 2Y , которые не обращаются в нуль ни в какой 
точке области Ω , на л.д.о. первого порядка 2( )x b∂ +  и 1( )y a∂ +  соответ-
ственно. 

Будем теперь считать, что 1 1X = , л.д.о. 1a  примет вид 1 2( )xa b= ∂ + . 
Совместим обозначения формул (3) и (4) с обозначениями, принятыми при 
доказательстве теоремы об изоморфизмах: 1 1P P− → , 2P P→ , 2b b→ , 

1 1b b− → . Теперь очевидно, что транслятор ( )1 2 1 2( ) ,xa b T P P= ∂ + ∈  прямо 
связан с заменой переменной 1 1:  ( )xL v u b v− −→ = ∂ +  в формулах (2). Такая 
замена индуцирует преобразование Лапласа первого порядка. Умножение на 
нулевую функцию 1X  порождает преобразование Лапласа нулевого порядка. 
Поэтому в общем случае дифференциальный изоморфизм первого порядка, 
порожденный транслятором 1 1 2( )xa X b= ∂ + , действительно является произ-
ведением преобразований Лапласа нулевого и первого порядка. Таким же об-
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разом рассматривается случай транслятора 2 2 1( )ya Y a= ∂ + . Наконец, анало-
гично рассматривается второй случай: пара операторов 1 1 1ya Y Z= ∂ + , 

2 2 2xa X Z= ∂ + . Теорема доказана. 

Заключение 
Связь дифференциальных изоморфизмов первого порядка гиперболи-

ческих дифференциальных уравнений 2-го порядка для функций двух пере-
менных с преобразованиями Лапласа установлена, о чем свидетельствует до-
казательство теоремы. Если уравнения связаны дифференциальным изомор-
физмом первого порядка, то можно одно из уравнений преобразовать с по-
мощью простой замены зависимой переменной. В результате получатся 
уравнения, связанные классическим преобразованием Лапласа первого по-
рядка, и это позволяет проще решать задачи механики, описываемые канони-
ческими дифференциальными уравнениями.  
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Способы приведения временной зависимости фототока  
резистора к форме интенсивности оптических импульсов, частота  

следования которых выше граничной частоты фотоприемника 
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1 
Аннотация. Актуальность и цели. Зависимости интенсивности света от времени и 
фототока, протекающего в резисторе, в общем случае описываются различными 
функциями. Исследованы способы получения зависимости от времени интенсивно-
сти импульсов света произвольной формы, следующих с частотой ω, по зависимости 
фототока от времени при наличии рекомбинации носителей заряда на поверхности 
полупроводника. Материалы и методы. Результаты получены на основе исследова-
ния кинетики фотопроводимости резистора для линейного и квадратичного закона 
рекомбинации в объеме полупроводника. Учтена диффузия неравновесных носите-
лей заряда к поверхностям фоторезистора с их последующей поверхностной реком-
бинацией. Первый способ основан на использовании операции дифференцирования 
фототока. Второй способ позволяет восстановить интенсивность оптического им-
пульса произвольной формы по амплитудам гармоник разложения функции, задаю-
щей зависимость тока от времени, в ряд Фурье. Результаты и выводы. Нелинейные, 
частотные и фазовые искажения в области больших частот ω  малы. Предложенные 
способы справедливы при выполнении неравенства ωτ 1≥  ( τ  – эффективное время 
жизни основных носителей заряда). 
Ключевые слова: кинетика фотопроводимости, темп генерации, темп рекомбина-
ции, нелинейные искажения, поверхностная рекомбинация 
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Abstract. Background. he dependences of the light intensity on time and the photocurrent 
flowing in the resistor are generally described by various functions. Methods have been 
studied for obtaining the time dependence of the intensity of light pulses of arbitrary shape, 
following with a frequency ω, from the time dependence of the photocurrent in the presence 
of recombination of charge carriers on the surface of the semiconductor. Materials and 
methods. The results were obtained based on a study of the kinetics of photoconductivity of 
a resistor for linear and quadratic recombination laws in the bulk of a semiconductor. The 
diffusion of nonequilibrium charge carriers to the surfaces of the photoresistor with their 
subsequent surface recombination is taken into account. The first method is based on the 
use of the photocurrent differentiation operation. The second method allows you to restore 
the intensity of an optical pulse of an arbitrary shape from the amplitudes of the harmonics 
of the expansion of the function that specifies the dependence of the current on time in a 
Fourier series. Results and conclusions. Nonlinear, frequency and phase distortions in the 
region of high frequencies are small. The proposed methods are valid when the inequality 
ωτ≥1 (τ is the effective lifetime of the main charge carriers) is fulfilled. 
Keywords: photoconductivity kinetics, generation rate, recombination rate, nonlinear dis-
tortions, surface recombination 
For citation: Grishaev V.Yа., Nikishin E.V. Methods for bringing the time dependence of 
photocurrent resistor to the shape of the optical pulses’ intensity, the repetition frequency of 
which is higher than the boundary frequency of the photodetector. Izvestiya vysshikh 
uchebnykh zavedeniy. Povolzhskiy region. Fiziko-matematicheskie nauki = University 
proceedings. Volga region. Physical and mathematical sciences. 2024;(1):126–137.  
(In Russ.). doi: 10.21685/2072-3040-2024-1-11 

Введение 
Зависимость фототока от времени может значительно отличаться от за-

висимости интенсивности падающего на фотоприемник света при любом за-
коне рекомбинации, включая линейный. Фотоприемник можно использовать 
в качестве интегрирующего устройства для числа поглощенных квантов, если 
длительность одиночного импульса света T меньше времени жизни основных 

носителей заряда τ ( T < τ ): ( ) ( )
0

   
t

j t E g t d t≈ μ τ   [1]. Здесь μ  − подвижность 

основных носителей заряда, E  − напряженность электрического поля. При-
веденное соотношение справедливо для произвольного закона рекомбинации 
носителей заряда. Темп генерации пропорционален плотности потока свето-
вых квантов Ф, следовательно, и интенсивности, так как ФI h= ν . В частно-
сти, при межзонной генерации носителей заряда ( )  1 ( )n pg g R I h= = αβ − ν . 
Использованы обозначения β  – квантовый выход, α – коэффициент погло-
щения, R – коэффициент отражения. Следовательно, при выполнении нера-
венства T < τ  фотоприемник является интегрирующим устройством и для 
плотности потока световых квантов, и для интенсивности. 

При линейном законе рекомбинации и освещении светом, интенсив-
ность которого изменяется периодически с частотой ω, существует область 
частот ( 1ωτ ), где плотность тока пропорциональна интенсивности. С уве-
личением частоты ω, когда справедливо неравенство 1ωτ ≥ , зависимость 
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( )I tω  отличается от зависимости ( )j tω . Изменение формы импульса связа-
но в этом случае с нелинейными, амплитудными и фазовыми искажениями 
[1, 2]. При наличии других законов рекомбинации (например, рекомбинации 
Шокли – Рида, межзонной, Оже, поверхностной рекомбинации) зависимость 
концентрации носителей заряда изменяется сложным образом [4–9]. Зависи-
мости ( )  I tω  и ( )j tω  различны. 

Повышение эффективности генерации светом электронно-дырочных 
пар в толще образца непосредственно связано с их рекомбинацией на по-
верхности. Рекомбинационные характеристики поверхностного слоя можно 
характеризовать скоростью поверхностной рекомбинации, уменьшение кото-
рой приводит к увеличению времени жизни носителей. Для увеличения чув-
ствительности детекторов излучения используется эффект электронного 
ограничения [3]. 

В общем случае связь между зависимостью интенсивности света от 
времени и фототока описывается дифференциальными уравнениями в част-
ных производных. Нами определены параметры импульсов света, следующих 
с частотой ω , при которых можно получить зависимость ( )I tω  по зависимо-
сти ( )j tω  или по зависимости ( ) /dj t dtω . Исследования приведены для ли-

нейного ( ) ( )( )0R n n n= α −  и квадратичного ( ) ( )( )2
0R n n n= α −  законов 

объемной рекомбинации при наличии поверхностной рекомбинации, приво-
дящей к диффузии электронов и дырок. Для восстановления формы оптиче-
ских импульсов исследовалась возможность использования соотношений: 

 ( ) ( ) ;I t j tω ∝ ω   (1) 

 ( ) ( ) /I t dj t dtω ∝ ,  (2) 

где ( )I tω  – переменная составляющая интенсивности.  
При расчете искажений, возникающих при использовании формулы (1), 

входной величиной является интенсивность света, выходной – плотность  
тока. При использовании формулы (2) входная величина – интенсивность 
света, выходная – производная по времени от плотности тока. 

Численными методами исследована модель фоторезистора с проводи-
мостью n-типа в предположении отсутствия объемного заряда. Изменение 
концентрации электронов n по толщине полупроводника с течением времени 
описывается уравнениями [4]: 

 ( ) ( ) ( ) ( )2

2
, ,

,  ,n n
n x t n x t

g x t R n D
t x

∂ ∂
= − −

∂ ∂
  (3) 

здесь  nD  – коэффициент диффузии электронов; α  – коэффициент квадра-
тичной рекомбинации. 

Учет поверхностной рекомбинации сделан через краевые условия [4]: 

 ( ) ( ) ( )1 20
0

,     ,n nx x d
x dx

dn t dnD S n t D S n t
dx dx= =

==
= = −   (4) 
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здесь 1S  и 2 S  коэффициенты поверхностной рекомбинации на границах по-
лупроводника 

Начальные условия: 

 ( ) ( )0 0,0 , ,0 . n x n p x p= =   (5) 

Решая уравнение (3) с граничными и начальными условиями (4)–(5), 
получаем функцию распределения концентрации электронов по толщине по-
лупроводника ( ),n n x t= . Зависимость фототока от времени для полупровод-
ника n-типа рассчитывалась по формуле  

 ( ) ( )
0

 ,
d

n
ej t n x t Edx
d

= μ .  (6) 

Нами использованы следующие значения параметров полупроводника 
и импульсов света: амплитуда темпа генерации 0g  = 1018 см–3с–1, толщина 
фоточувствительного слоя d = 100 мкм, объемное время жизни при линейном 
законе рекомбинации τ = 0,3 мкс, коэффициент квадратичной рекомбинации 
α = 105 см3с–1, подвижность  nμ  =1400 см2/(В с). Указанная величина подвиж-
ности характерна для подвижности электронов в кремнии. Поскольку исполь-
зовано предположение об отсутствии объемного заряда, из уравнения Пуас-
сона следует, что constE = .  

1. Коэффициент нелинейных искажений 
Одним из параметров, характеризующих качество восстановленных 

импульсов, является коэффициент нелинейных искажений (КНИ). Его вели-
чина позволяет судить о появлении гармоник в зависимости фототока от вре-
мени при возбуждении фотоприемника импульсами света, переменная со-
ставляющая интенсивности которых изменяется по гармоническому закону:  

 ( ) ( )( )0 1 cos ,I t I t= − ω   (7) 

При периодическом возбуждении возникнут вынужденные колебания 
концентраций неравновесных носителей заряда и фототока. Основная частота 
их колебаний равна частоте, с которой меняется интенсивность падающего 
света. Зависимость фототока от времени представим в виде ряда Фурье [10]: 

 ( ) ( )0
1

 2 cos ,k k
k

j t j j k t
∞

=
= + ω + ϕ   (8) 

здесь ( )
/2

/2

1 ,  arg ,  0, 1, 2,
T

ik
k k k

T

j j e d j k
T

− ωτ

−

= τ τ ϕ = = …  

Возникшие гармоники фототока отражают искажения оптического им-
пульса, если для его восстановления использовать соотношение (1). КНИ 
рассчитывался по формуле 

 2

1 2

1 .k
k

K j
j

∞

=
=     (9) 
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Зависимости КНИ от частоты следования импульсов представлены на 
рис. 1 (кривые 1–3). Кривая 1 получена для линейного закона рекомбинации 
при наличии поверхностной рекомбинации. Значение величины КНИ в этом 
случае во всей области частот меньше 0,01. На кривой зависимости 

( )K K= ν  наблюдаются экстремумы. Максимум искажений приходится на 

частоту, определяемую соотношением: 1
max

−ω ≈ τ . Увеличение коэффициен-
та поверхностной рекомбинации сдвигает положение максимума в сторону 
больших частот. Кривые 2, 3 на рис. 1 соответствуют случаю квадратичного 
закона рекомбинации при отсутствии и наличии поверхностной рекомбина-
ции соответственно. В этом случае величина КНИ значительна в области ма-
лых частот, когда 1ωτ < . Функция K(ν) имеет минимум.  
 

 
Рис. 1. Зависимость коэффициента нелинейных искажений восстановленного  

импульса от частоты: S0i = Sdi = 0 cм/с при i = 2, 5; S0i = Sdi = 1000 cм/с при i = 1, 3, 4, 6 
 
В работе [1] предложен способ восстановления формы оптических им-

пульсов, основанный на операции дифференцирования фототока по времени 
(2). КНИ в этом случае рассчитывался по формулам: 

 ( )/2
2

1 2 /2

1 1,  ,    0,1 ,2
T

ik
k k

k T

dj
K c c e d k

c T d

∞
− ωτ

= −

τ
= = τ = …

τ    (10) 

Соответствующие кривые представлены на рис. 1 (кривые 4–6). 
При линейном законе объемной рекомбинации ( )(R n n= αΔ ) время 

жизни уменьшается и не зависит от скорости генерации носителей заряда 
светом. В этом случае зависимости ( ) ,K K= ν  рассчитанные по формуле (10) 
(кривая 4 на рис. 1), аналогичны кривым, полученным по соотношениям (9) 
(кривая 1 на рис. 1). При квадратичном законе рекомбинации (кривые 5 и 6 на 
рис. 1) величина КНИ монотонно убывает с увеличением частоты. При вы-
полнении неравенства 1ωτ >  или minω > ω  ( min 1 / )ω ≈ τ  КНИ становится ма-
лым. Для оценки minω  можно использовать соотношения, полученные в ра-
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боте [9]. При квадратичном законе рекомбинации эффективное время жизни 
можно получить, используя формулу ( )1τ α ωn− = Δ → ∞ . Если влиянием по-
верхностной рекомбинации можно пренебречь, то при больших частотах 

( ) ( )
0,52π

0

1ω g θ dθ
2πα

n
 
 Δ → ∞ =
  

 . В частности, ( )0,51
min 0ω τ αg−= =  при квад-

ратичном законе рекомбинации и возбуждении импульсами света, интенсив-
ность которого представлена формулой (7). Наличие поверхностной реком-
бинации приводит к уменьшению  τ  и увеличению minω . Уменьшение ско-
рости генерации носителей заряда, толщины рабочей части фоторезистора и 
увеличение дефектов на поверхности может привести к преобладанию меха-
низма поверхностной рекомбинации над объемной. Это, в свою очередь, при-
ведет к линейному закону рекомбинации, следовательно, и уменьшению ис-
кажений. 

2. Частотные искажения 
Рассмотрим случай, когда среднее значение интенсивности, а значит, и 

темпа генерации, остается постоянным. Амплитуда переменной составляю-

щей плотности фототока ( ) ( )0  max /
t T

t
j j t j t dt T

+
= ω − ω  и амплитуда вос-

становленного путем дифференцирования импульса ( ) ( )( )0 max /j dj t dt′ ω = ω  
будут зависеть от частоты, с которой изменяется интенсивность возбуждаю-
щего света: ( )0 0 , j j= ω   ( )0 0j j′ ′= ω  [9]. То есть возникнут частотные искаже-
ния. Для их количественной оценки введем коэффициент частотных искаже-
ний ( ) Y ω . Для плотности тока имеем: 

 ( ) ( )
( )

0

0
. 

max 
j

Y
j
ω

ω =
ω


   (11) 

Для восстановленного импульса под коэффициентом частотных иска-
жений ( )1 Y ω  будем понимать отношение  

 ( ) ( )
( )

0
1

0
. 

max
j

Y
j

′ ω
ω =

′ ω
  (12) 

Зная коэффициент частотных искажений для функций ( )0 0 j j= ω   и 

( )0j′ ω , можно получить амплитуды гармоник периодически изменяющегося 
с основной частотой 1ω  оптического импульса произвольной формы: 

 ( ) ( ) ( )1
0 0 ,k k kI AY j−ω = ω ω   (13) 

 ( ) ( ) ( )1
0 1 0 ,k k kI B Y j− ′ ω = ω ω    (14) 

1здесь const,   const ,   ,  1, 2,kA B k k= = ω = ω = …  
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На рис. 2 представлены зависимости Y  и 1Y  от частоты: кривые 1–3 
рассчитаны по формулам (11), кривые 4–6 – по формулам (12). Кривые 1 и 4 
построены для линейного закона рекомбинации; кривые 2, 3, 5 и 6 – для 
квадратичного закона рекомбинации.  

 

 
Рис. 2. Зависимость коэффициента частотных искажений от частоты:  

S0i = Sdi = 0 cм/с при i = 2, 5; S0i = Sdi = 1000 cм/с при i = 1, 3, 4, 6 
 
Зависимости ( ) ,Y Y= ω  рассчитанные по формуле (11) (кривые 1–3 

рис. 2), монотонно убывают во всей области исследуемых частот вне зависи-
мости от закона рекомбинации. То есть гармоники периодических импульсов 
света произвольной формы внесут различный вклад в величину фототока, что 
приведет к значительным частотным искажениям. При нелинейной рекомби-
нации и ωτ 1<  коэффициент частотных искажений зависит от интенсивно-
сти. Использовать соотношение (13) в этом случае для восстановления фор-
мы оптических импульсов нет смысла. Анализ полученных результатов пока-
зал, что при произвольном законе рекомбинации и ωτ 1>  справедливо соот-
ношение ( ) ( )k 1 ω  ωY k Y= . 

Коэффициент частотных искажений ( )1Y ω  близок к единице в области 
больших частот, когда выполняется неравенство 1ωτ > . Следовательно, если 
для основной частоты 1ω  периодических импульсов света произвольной 
формы выполняется условие 1 1ω τ > , то частотными искажениями при вос-
становлении импульса путем дифференцирования можно пренебречь. Расче-
ты показали, что в области больших частот коэффициент частотных искаже-
ний не зависит от интенсивности падающего света. Независимость 1Y  и Y  от 
интенсивности при 1ωτ >  связана с тем, что при больших частотах концен-
трация основных носителей заряда совершает малые колебания около стаци-
онарного значения sn . Это позволяет линеаризировать рекомбинационный 

член: ( ) ( ) ( ) ( )s
s s

dR n
R n R n n n

dn
≈ + − .  
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Для квадратичного закона рекомбинации имеем ( ) ( )2
0sR n n n≈ α − +  

( )( )02 s sn n n n+ α − − . 

3. Фазовые искажения 
Ток, протекающий через фоторезистор, отстает по фазе от импульса све-

та. Зависимость сдвига фаз между различными гармониками электрического и 
оптического импульсов приведет к тому, что их формы будут различны. Это 
приводит к фазовым искажениям. Сдвиг фаз β  между оптическим гармониче-
ским импульсом ( )I tω  и импульсом фототока ( )j tω  находился по формуле  

 ( )*
max max2 / ,t t Tβ = π −  (15) 

здесь *
maxt  и maxt  – моменты времени, когда импульсы интенсивности ( ) I t  

и импульс фототока ( )j t  принимают максимальные значения. Расчеты пока-
зывают, что при малых частотах, когда  1ωτ , фазовыми искажениями мож-
но пренебречь. С увеличением частоты величина фазовых искажений увели-
чивается, стремясь к постоянной величине, равной π/2.  

Использование операции дифференцирования гармонической функции 
изменяет ее фазу на π/2. Это приводит к тому, что гармонические импульсы 
интенсивности света отстают по фазе от импульсов, восстановленных путем 
дифференцирования фототока. Сдвиг фаз определяется соотношением (15),  
в котором maxt  – момент времени, соответствующий максимальному значе-
нию функции ( ) /dj t dtω . При больших длительностях импульса ( 1ωτ ) фа-
зовый сдвиг приближается к φ = π/2. Увеличение частоты ω  приводит к мо-
нотонному уменьшению сдвига фаз между импульсом интенсивности света и 
«восстановленным» импульсом. Результаты зависимости сдвига фаз от ча-
стоты следования возбуждающих импульсов представлены на рис. 3. Кривые 
1 и 3 рассчитаны для линейного закона рекомбинации, кривые 2 и 4 – для 
квадратичного. Увеличение поверхностной рекомбинации приводит к увели-
чению фазовых искажений при прочих равных условиях. Закон рекомбина-
ции влияет на величину фазовых искажений. Фоторезистор с квадратичным 
законом рекомбинации дает больший фазовый сдвиг.  

4. Метод интегрирования 
Временную зависимость импульса интенсивности можно получить, ис-

пользуя разложение в ряд Фурье зависимости фототока от времени. Разло-
жим функцию ( )I t  в ряд Фурье четным образом [8]: 

 ( ) 0

1
 cos .
2 k

k

I k tI t I
T

∞

=

π = +  
    (16) 

Коэффициенты разложения имеют вид 

 ( ) ( )0
0 0

2 2 ,      cos .
T T

k
k tI I t dt I I t dt

T T T
π = =  

     (17) 
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Рис. 3. Зависимость величины сдвига фаз между восстановленным  
импульсом и импульсом света от частоты: S0i  = Sdi = 0 cм/с  

при i = 1, 2; S0i = Sdi = 1000 cм/с при i = 3, 4 
 
Зависимость фототока от времени также будет периодической функци-

ей, изменяющейся с той же частотой ω, что и интенсивность. Разложим 
функцию ( ) j t  в ряд Фурье четным образом: 

 ( ) 0

1
 cos ,
2 k

k

j k tj t j
T

∞

=

π = +  
    (18) 

здесь 

 ( ) ( )0
0 0

2 2,     cos .
T T

k
k tj j t dt j j t dt

T T T
π = =  

     (19) 

Гармоники периодических импульсов света произвольной формы вне-
сут различный вклад в величину фототока, что приведет к значительным ча-
стотным искажениям. Зная амплитуды гармоник фототока (19) и коэффици-
ент частотных искажений (11), получаем амплитуды гармоник интенсивности 
света (13). Используя угол сдвига фаз между импульсом: интенсивности и 
импульсом фототока (15), для зависимости интенсивности света от времени 
получаем соотношение 

 ( ) 10

1
 cos . 

2 k k k
k

j k tI t A Y j
T

∞
−

=

 π = + − β  
   

   (20) 

Для переменной составляющей интенсивности имеем 

 ( ) 1

1
cos . k k k

k

k tI t Y j
T

∞
−

=

π ∝ − β 
    (21) 
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Выше было показано, что при больших частотах ( 1ωτ > ) для коэффи-
циента частотных искажений справедливо ( ) ( )k 1ω  ωY k Y= , тогда 

 ( )
1

cos . k k
k

k tI t kj
T

∞

=

π ∝ − β 
    (22) 

При линейном законе рекомбинации и отсутствии поверхностной ре-
комбинации фазовый сдвиг можно рассчитать по формуле 

 ( )arctgkβ = ωτ .  (23) 

Численные расчеты показали, что в области высоких частот ( 1ωτ > ) 
при любом законе рекомбинации для определения фазового сдвига можно 
использовать соотношение 

 ( ) ( )
( )

0
2

0

arctg ,   1 ]
2

k
n n

g d
π

ω → ∞ −
β ≈ ωτ τ=

θ θ
π 

.  (24) 

Если поверхностная рекомбинация мала, то справедливо соотношение [9]: 

 ( )
2

1

0

1  
2

n R g d
π

−
ω→∞

 
 = θ θ

π  
 ,  (25) 

где 1R−  – функция, обратная функции R. 

Заключение 
Численное моделирование фотопроводимости резистора с учетом по-

верхностной рекомбинации позволяет утверждать, что при больших часто-
тах  (ωτ 1)>  можно получить зависимость интенсивности света от времени по 
зависимости фототока от времени. Возможны два способа. Первый основан 
на дифференцировании фототока по времени. Входной сигнал – интенсив-
ность, выходной – производная от фототока.  

При больших частотах  (ωτ 1)>  справедливо соотношение (2). Способ 
дифференцирования можно применять для произвольного закона рекомбина-
ции в объеме полупроводника и наличии поверхностной рекомбинации, при-
водящей к диффузии носителей заряда. Это связано с возможностью линеа-
ризации рекомбинационного члена в уравнении (3). Коэффициент нелиней-
ных искажений, коэффициент частотных искажений и сдвиг фаз между им-
пульсами света и импульсами, восстановленными путем дифференцирования 
фототока малы.  

Второй способ основан на использовании разложения фототока в ряд 
Фурье. Входной сигнал – интенсивность, выходной – фототок. При больших 
частотах  (ωτ 1)>  коэффициент, характеризующий частотные искажения, 

( ) ( )k 1ω  ωY k Y= , сдвиг фаз определяется по формуле (24), коэффициент не-
линейных искажений мал. Использование соотношения (22) позволяет полу-
чить зависимость интенсивности от времени. 
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Кванты погонной теплоемкости и погонной тепловой  
индуктивности в наномасштабных теплопроводах 

Р. А. Браже  

Ульяновский государственный технический университет, Ульяновск, Россия 
brazhe@ulstu.ru  

1 
Аннотация. Актуальность и цели. Пространственная локализация фононного газа  
в пределах наноленты или нанотрубки, подобно локализации газа свободных носите-
лей заряда, должна вызывать квантование тепловых характеристик нанотеплопрово-
да, равно как имеет место кантование электрических характеристик в нанопроводни-
ках электрического тока. Известен универсальный квант теплопроводности и обрат-
ный ему квант теплового сопротивления, аналогичный сопротивлению фон Клитцин-
га. Известны также кванты погонной емкости и погонной индуктивности. В связи  
с этим возникает актуальная задача поиска их тепловых аналогов, тем более, что теп-
лоемкость известна, а тепловая индуктивность недавно обнаружена. Целью настоя-
щей работы является решение данной задачи. Материалы и методы. Объектами ис-
следования являются теплопроводы в виде нанолент и нанотрубок баллистической 
длины с поперечными размерами, не превышающими 100 нм, из гексагонального 
нитрида бора, являющегося диэлектриком. Это позволяет исключить из тепловых 
эффектов вклад электронов и ограничиться анализом лишь фононных эффектов.  
В работе использовались известные методы квантовой физики, физики твердого тела, 
кристаллофизики и квантовой теории явлений переноса. Результаты. Получены яв-
ные выражения для квантов погонной теплоемкости и погонной тепловой индуктив-
ности, а также числа фононных каналов баллистической теплопроводности в нано-
масштабных двумерных теплопроводах. Показано, что на основе таких теплопрово-
дов могут быть созданы резонаторы температурных волн терагерцового диапазона 
частот. Выводы. Показана возможность существования квантов погонной теплоемко-
сти и погонной тепловой индуктивности в нанолентах и нанотрубках из гексагональ-
ного нитрида бора и получены описывающие их выражения. Показано, что в случае 
малого коэффициента термоупругого взаимодействия в указанных выше наномас-
штабных теплопроводах могут независимо друг от друга возбуждаться как упругие, 
так и температурные бегущие и стоячие волны. 
Ключевые слова: наноленты, нанотрубки, кванты теплового сопротивления, тепло-
емкости и тепловой индуктивности, температурные волны 
Для цитирования: Браже Р. А. Кванты погонной теплоемкости и погонной тепловой  
индуктивности в наномасштабных теплопроводах // Известия высших учебных заве-
дений. Поволжский регион. Физико-математические науки. 2024. № 1. С. 138–150. 
doi: 10.21685/2072-3040-2024-1-12 
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Abstract. Background. The spatial localization of the phonon gas within a nanoribbon or 
nanotube, like the localization of a gas of free charge carriers, should cause quantization of 
the thermal characteristics of the nanothermoconductor, as well as the quantization of the 
electrical characteristics in electric current nanoconductors. There is a universal quantum of 
thermal conductivity and an inverse quantum of thermal resistance, similar to the von Klitz-
ing resistance. The quanta of linear capacitance and linear inductance are also known. In 
this regard, there is an urgent task of searching for their thermal analogues, especially since 
the heat capacity is known, and the thermal inductance has recently been discovered. The 
purpose of this work is to solve this problem. Materials and methods. The objects of the 
study are heat conductors in the form of nanoribbons and nanotubes of ballistic length with 
transverse dimensions not exceeding 100 nm, made of hexagonal boron nitride, which is a 
dielectric. This makes it possible to exclude the contribution of electrons from thermal ef-
fects and limit the analysis to phonon effects only. The work used well-known methods of 
quantum physics, solid state physics, crystallophysics and quantum theory of transfer phe-
nomena. Results. Explicit expressions are obtained for the quanta of linear thermal capaci-
tance and linear thermal inductance, as well as the number of phonon channels of ballistic 
thermal conductivity in nanoscale two-dimensional heat conductors. It is shown that reso-
nators of temperature waves of the terahertz frequency range can be created on the basis of 
such heat conductors. Conclusions. The possibility of the existence of quanta of linear 
thermal capacitance and linear thermal inductance in nanoribbons and nanotubes made of 
hexagonal boron nitride is shown and expressions describing them are obtained. It is shown 
that in the case of a small coefficient of thermoelastic interaction, both elastic and tempera-
ture traveling and standing waves can be excited independently in the above-mentioned na-
noscale heat conductors. 
Keywords: nanoribbons, nanotubes, quanta of thermal resistance, thermal capacitance and 
thermal inductance, temperature wave 
For citation: Brazhe R.A. Quanta of linear heat capacity and linear thermal inductance in 
nanoscale heat-conducting pipes. Izvestiya vysshikh uchebnykh zavedeniy. Povolzhskiy re-
gion. Fiziko-matematicheskie nauki = University proceedings. Volga region. Physical 
and mathematical sciences. 2024;(1):138–150. (In Russ.). doi: 10.21685/2072-3040-
2024-1-12 

Введение 
Сравнивая два явления переноса: электропроводность и теплопровод-

ность, нельзя не заметить, что они во многом похожи как в смысле математи-
ческого описания, так и с точки зрения физики процесса. Уравнение для 
плотности потока заряда (закон Ома в дифференциальной форме) аналогично 
уравнению для плотности потока количества теплоты (закону Фурье). Есть по-
нятие электрического сопротивления проводника с током и есть понятие теп-
лового сопротивления в направлении теплового потока. Существует электро-
емкость проводника и существует теплоемкость тела. Наконец, в 2021 г.  
К. Окава и соавторы открыли тепловую индуктивность [1] – аналог электри-
ческой индуктивности – в проводящей пластине, прикладывая к ее концам 
переменное напряжение и измеряя потоки тепла Пельтье. Возникающая 
инерционность теплового потока может трактоваться как наличие тепловой 
индуктивности, подобно инерции, возникающей при изменении магнитного 
потока. 

Указанную термоэлектромагнитную аналогию можно продолжить. 
Благодаря размерному квантованию энергетических состояний электронов  
в наномасштабных проводниках малого поперечного сечения, которые мож-
но рассматривать как квантовые потенциальные ямы, в них появляются кван-
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ты электропроводностии соответствующего электрического сопротивления 
[2], кванты погонной емкости и кванты погонной индуктивности [3]. От со-
ответствующих электродинамических параметров они отличаются тем, что 
квантовое сопротивление не зависит от длины проводника и не приводит к 
выделению джоулева тепла, а квантовая индуктивность не связана с наличи-
ем магнитного поля. Благодаря тому, что длина свободного пробега носите-
лей заряда в наномасштабных проводниках, например в графеновых нано-
лентах, может достигать 1000 нм, наномасштабные линии передачи, в кото-
рых реализуется режим баллистического транспорта носителей заряда, явля-
ются весьма перспективными для использования в нанофотонике и нано-
плазмонике. Известен также квант теплопроводности, существование которо-
го обусловлено размерным квантованием фононов в наномасштабных про-
водниках тепла [4–6]. Логично ожидать, что в наномасштабных теплопрово-
дах должны иметь место и кванты погонной теплоемкости, и кванты погон-
ной тепловой индуктивности. В связи с этим возникает актуальная задача по-
иска таких квантов и исследования возможностей создания  наномасштабных 
линий передачи для тепловых волн и резонаторов на их основе. Решению 
этой задачи и посвящена настоящая статья. 

Материалы и методы 
Рассмотрим в качестве объекта исследования теплопроводы в виде 

нанолент и нанотрубок из гексагонального нитрида бора (h-BN). Он изомор-
фен графену, у него примерно такая же длина межатомной связи, что и в гра-
фене, однако, в отличие от последнего, он является диэлектриком. Это позво-
ляет исключить из рассмотрения вклад в теплоемкость и теплопроводность 
электронов и ограничиться анализом лишь фононных эффектов.  

Как и в графене, в кристаллической решетке h-BN приходится два ато-
ма на элементарную ячейку. Следовательно, имеется 6 фононных мод: 3 аку-
стические (продольная, поперечная и изгибная) и 3 оптические тех же типов 
[7]. Дифференцируя дисперсионные кривые, можно найти групповые скоро-
сти соответствующих фононов. Затем, используя модель трехфононного вза-
имодействия, предложенную в [8, 9], вычислить их средние времена жизни  
и найти среднюю длину свободного пробега фононов. Различные фононы 
имеют разные времена жизни и вносят разный вклад в теплопроводность. Как 
показано в работе [10], в случае h-BN наибольший вклад (~53,3 %) в суммар-
ную теплопроводность дают продольные акустические фононы со средней 
длиной свободного пробега 1274 нм. В связи с этим примем длину рассмат-
риваемых нанотеплопроводов не превышающей 1 мкм, а их поперечные раз-
меры не превышающими 100 нм.  

В работе использовались известные методы квантовой физики, физики 
твердого тела, кристаллофизики и квантовой теории явлений переноса  
в наномасштабных структурах.  

Кванты тепловых характеристик наномасштабных теплопроводов 
Квант теплового сопротивления. Выражение для универсального 

кванта теплопроводности имеет следующий вид [4–6]: 

 ( ) 22Θ
0 3

BkG T
h

π= ,  (1) 



University proceedings. Volga region. Physical and mathematical sciences. 2024;(1) 

 141 

где Bk  – постоянная Больцмана;   h  – постоянная Планка; Т – абсолютная 
температура. Оно описывает теплопроводность одного канала фононного 
транспорта. Соответственно выражение для кванта теплового сопротивле-
ния имеет вид 

 ( )Θ
0 2 2

3 1 .
B

hR
Tk

=
π

  (2) 

Он аналогичен известному из квантового эффекта Холла [11] кванту 
электрического сопротивления – сопротивлению фон Клитцинга 

2/ 25,8KR h e= ≈  кОм (где е – элементарный электрический заряд), опреде-
ляющему электрическое сопротивление одного квантового канала электрон-
ного транспорта. Квант теплового сопротивления обратно пропорционален 
температуре теплопровода и при 300T =  K ( )Θ 9

0 3,58 10R ≈ ⋅  KˑВт–1. 
Для нахождения квантового теплового сопротивления наномасштбного 

теплопровода выражение (2) нужно поделить на число каналов фононного 
транспорта phM , так как они соединены параллельно друг другу: 

 
( )Θ
0

Θ
ph

R
R

M
= .  (3) 

В случае наноленты шириной W число таких каналов находится по 
формуле [12]: 

 m
ph

L
M W

v
ω

=
π

,  (4) 

где mω  – максимальная частота фононов; Lv  – скорость распространения 
продольных акустических фононов как вносящих наибольший вклад в тепло-
проводность.  

Фактически выражение (4) показывает, сколько упругих полуволн 
укладывается на ширине наноленты. На длине окружности поперечного се-
чения нанотрубки должно укладываться целое число длин волн, поэтому для 
нанотрубки диаметром d имеем 

 
2

m
ph

L

dM
v
ω

= .  (5) 

Формулы (4), (5) определяют верхний предел для теплопроводности, 
поскольку не учитывают вклад других фононных мод и зависимость этого 
вклада от температуры.  

Квант погонной теплоемкости. Выражение для молярной теплоемко-
сти в однонаправленном теплопереносе можно записать в виде [13]: 

 
2

1 3 ΘD

TC Rμ
π= ,  (6) 

где R – универсальная газовая постоянная; Θ /  D m Bk= ω – температура Де-
бая; здесь ( )/ 2h= π  – приведенная постоянная Планка. Теплоемкость всего 
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нанотеплопровода, содержащего ν  молей, будет 1 1C C μ= ν . Далее проделаем 
следующие преобразования в (6): запишем B AR k N= , где AN  – число Авога-
дро; обозначим 2AN N n WLν = = , где N – число атомов в наноленточном теп-
лопроводе длиной L, а 2n  – их двумерная концентрация; обозначим 

 m L mv kω ⁄ = , где  mk  – максимальное значение волнового числа фонона; вос-

пользуемся формулой (4). Затем заметим, что 2
2 1 /n a= , a  – среднее рассто-

яние между атомами в двумерной структуре. Оно равно половине минималь-
ной длины упругой волны: min / 2 / ma k= λ = π . Отсюда с учетом (4) получаем 

 
22

2
phm Mkn

W
  = =   π   

.  (7) 

Тогда выражение (6) может быть записано в виде 

 ( ) 22Θ
2

2
3

B
ph

L

kC TM L
hv

π= ,  (8) 

где индекс «2» учитывает двумерный характер нанотеплопровода, содержа-
щего phM  каналов фононного транспорта. Поделив (8) на phM L , получаем 
выражение для кванта погонной теплоемкости: 

 ( ) 22Θ
20

2
3

B

L

kC T
hv

π= ,  (9) 

при 300 T =  K в h-BN ( 41,14 10  Lv = ⋅  м/с [10]) ( )Θ 14
20 4,97 10C −= ⋅  Дж·K–1·м–1. 

Квант погонной тепловой индуктивности. При баллистическом рас-
пространении по теплопроводу возрастает кинетическая энергия фононов. 
При наличии разности электрических потенциалов U  приращение энергии 
электрического поля, связанное с наличием электроемкости C , находится по 
формуле ( ) 21 / 2kE CUΔ = . При наличии разности температур TΔ  (аналог 
разности электрических потенциалов) приращение энергии теплового поля, 
связанное с наличием теплоемкости ( )Θ

2C , должно находиться по формуле 

( ) ( ) ( )Θ 2
21/ 2 ΔkE C TΔ = . Подставляя сюда (8), получаем 

222

2 2
1 6 1 Δ
2 3

phBM
k

B L ph

k ThLE T
T hk v M

   π  Δ =   π    

. 

Полученная формула в свернутом виде выглядит как 

( ) ( ) ( )( )2Θ Θ
21/ 2kE L IΔ = . Выражение во вторых скобках есть не что иное, как 

сила фононного тока ( )Θ
ΘΔ /I T R=  (тепловой аналог закона Ома для одно-
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родного участка цепи), а выражение в первых скобках – это тепловая индук-
тивность 

 ( )Θ
2 2 2

6 1

B L ph

hLL
Tk v M

=
π

.  (10) 

Из (10) для одного фононного канала ( 1phM = ), поделив на L, получа-
ем формулу для погонной тепловой индуктивности – кванта погонной теп-
ловой индуктивности: 

 ( )Θ
20 2 2

6 1

B L

hL
Tk v

=
π

.  (11) 

При 300 T =  K в h-BN ( )Θ 5
20 6,19 10L = ⋅  K·c·Вт–1·м–1.  

В завершение данного раздела отметим, что физический смысл кванто-
вой тепловой индуктивности состоит в том, что она является мерой препят-
ствия теплопровода изменению фононного тока. Аналогично тому, как  
в электрическом проводнике при изменении электрического тока возникает 
ЭДС самоиндукции и появляется индукционный ток, направленный таким 
образом, чтобы препятствовать изменению исходного тока, при изменении 
фононного тока в теплопроводе индуцируется разность температур и появля-
ется индукционный тепловой поток (фононный ток), направленный так, что-
бы препятствовать изменению исходного теплового потока. 

Температурные волны в наномасштабных теплопроводах 
Ввиду того, что акустические фононы обусловливают и тепловые, и 

упругие эффекты, в теплопроводах могут распространяться в общем случае 
связанные термоупругие волны. Теории этих волн в основном базируются на 
двух моделях: модели Лорда и Шульмана [14], содержащей одно время ре-
лаксации как механических напряжений, так и температуры, и модели Грина 
и Линдсэя [15], оперирующей двумя временами релаксации, отдельно для 
температурных и термоупругих возмущений. В дальнейшем в рамках этих 
моделей были разработаны теории термоупругих волн в анизотропных сре-
дах [16–18]. 

В рамках модели Лорда – Шульмана уравнения движения и энергии 
применительно к чисто продольным термоупругим волнам, распространяю-
щимся вдоль кристаллофизического направления 1x  в h-BN, можно записать 
в виде, вытекающем из соответствующих уравнений для трехмерной анизо-
тропной термопругой среды, исследованной в работе [18]: 

 
2 2

1 1
11 11 112 211

u uTc
xx t

∂ ∂∂− β β = ρ
∂∂ ∂

,  (12) 

 
2 2 2

1
11 0 0 11 02 2 2 11

uT T TG c T
t t xx t t

    ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂− ρ + τ = β + τ      ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂   
,  (13) 

здесь 11c  и 11G  – соответственно компоненты тензоров упругих жесткостей и 
теплопроводностей в матричном представлении; 1u  – смещение частиц сре-
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ды; T  – температура; 11 11 11cβ = α  – компонент тензора коэффициентов тер-
моупругого взаимодействия ( 11 –α  коэффициент теплового расширения);  
ρ  – двумерная плотность среды; с – ее удельная теплоемкость при постоян-
ном механическом напряжении; t – время; 0τ  – время тепловой релаксации; 

0  T  – равновесная температура. 
Поскольку коэффициент теплового расширения 11 α  в большинстве 

кристаллических материалов  невелик, то и коэффициент термоупругого вза-
имодействия 11β  также мал. Пренебрегая им, уравнения (12), (13) можно пе-
реписать в виде двух волновых уравнений, описывающих невзаимодейству-
ющие продольные упругие и температурные волны: 

 
2 2

1 1
11 2 2

1

u uc
x t

∂ ∂= ρ
∂ ∂

,  (14) 

 
2 2

11 02 2
1

T T TG c
tx t

 ∂ ∂ ∂= ρ + τ  ∂∂ ∂ 
.  (15) 

Упругая волна, описываемая уравнением (14), имеет решение вида  

 ( )1 1 1cosmu u t kx= ω − ,  (16) 

линейную дисперсию ( )Lv kω =  и распространяется со скоростью 

 11
L

cv =
ρ

.  (17) 

Температурная волна, описываемая уравнением (15), является затуха-
ющей: 

 0 1)Θ Θ e cos(t
m t kx−β= ω − ,  (18) 

имеет квадратичную дисперсию ( 2 2 2 2
Θv kω = − β ) и распространяется с фазо-

вой скоростью  

 11
Θ

0

Gv
c

=
ρ τ

.  (19) 

В уравнении (18)  0Θ T T= − , ( )01 /β = τ  – коэффициент затухания,  
а амплитуда упругой волны в (16) 1mu  и начальная амплитуда температурной 
волны в (18) 0Θm  определяются начальными условиями задачи.    

Из вида дисперсионного уравнения для температурной волны следует, 

что ее волновое число обрезано снизу значением 2 2
min Θ /k v= ω + β  и ее 

групповая скорость превышает фазовую скорость (аномальная дисперсия), 
что означает апериодическое затухание при Θv kβ ≥ .  

Отметим, что определяющее величину затухания температурных волн  
в нанотеплопроводе время тепловой релаксации 0τ  отлично от нуля даже  
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в режиме баллистического транспорта фононов, поскольку имеется квантовое 
тепловое сопротивление ΘR , и согласно (3), (10) получаем 

 ( )
Θ
Θ

2

 
42

LR v
LL

β = = .  (20) 

Используя соотношения  (1), (8), (19), можно получить также выраже-
ние для фазовой скорости температурных волн: 

 Θ 2
Lv Wv

L
= .  (21) 

Из (17) и  (21) следует, что, в отличие от упругих волн, температурные 
волны распространяются медленнее и скорость их распространения зависит 
от габаритов теплопровода. 

Результаты и их обсуждение 
Рассмотрим в качестве примера два нанотеплопровода: в виде h-BN 

наноленты с краями типа «зигзаг» и h-BN нанотрубки с торцами типа «крес-
ло» (рис. 1). Исходя из соображений, что чем уже поперечные размеры теп-
лопровода, тем более высокочастотные температурные волны в нем можно 
возбуждать, примем ширину наноленты W не превышающей 1,5 нм – резуль-
тат известных достижений по выращиванию похожих на  h-BN графеновых 
нанолент [19]. Поскольку длина межатомной связи в h-BN BN 1,45,l =  это 
позволяет изготовить наноленту шириной min 1,31 W =  нм, т.е. 3 парам смеж-
ных гексагонов. Реально также вырастить нанотрубку хиральности (6,6), 
диаметр которой min  d = 2,62 нм. 

 

W 

L

 

L

d
 

x1 

x2

lBN

 
а) б) в) 

Рис. 1. Исследуемые нанотеплопроводы: a – h-BN нанолента; б – h-BN нанотрубка;  
в – элементарная ячейка структуры и выбор кристаллофизических осей 

 
Тогда минимальная длина температурной волны, которая может быть 

возбуждена в рассматриваемых нанотеплопроводах, будет Θmin 2,62λ =  нм. 
Если их длина 1мкмL = , то согласно (21) скорость распространения такой 
температурной волны будет Θ 292 v =  м/с, что в 39 раз меньше скорости рас-
пространения упругих волн в h-BN. Соответствующая такой длине волны 
максимальная частота колебаний max 111 ГГцν = .  
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Число фононных каналов, участвующих в распространении темпера-
турных волн в данных наноленте и нанотрубке, будет соответственно 1 и 3. 

В табл. 1 представлены результаты расчетов с использованием формул 
(3), (8), (10) квантового теплового сопротивления ΘR , погонного значения 

квантовой теплоемкости ( )Θ
0С  и погонного значения квантовой тепловой ин-

дуктивности ( )Θ
0L  исследуемых теплопроводов. Там же представлены резуль-

таты расчета их волнового сопротивления ( ) ( )Θ Θ
0 0 0/Z L C= . 

 
Таблица 1 

Характеристики исследуемых теплопроводов  
для температурных волн частотой 111 GHz 

Теплопровод ΘR ,  
109 K·Вт–1 

( )Θ
0L ,  

105 K·с·Вт–1·м–1 

( )Θ
0C ,  

10–14 Дж·K–1·м–1 
0Z ,  

109 K·Вт–1 
h-NB NR 3,58 6,19 4,.97 3,58 
h-NB NT 1,19 2,06 14,9 1,19 

 
Примечание. NR (nanoribbon) – нанолента, NT (nanotube) – нанотрубка, ши-

рина наноленты 1,31W =  нм, диаметр нанотрубки 2,62d =  нм, длина теплопровода 
1,00 мкмL = , равновесная температура Т = 300 К. 

 
Из формулы (20) видно, что коэффициент затухания в исследуемых 

нанотеплопроводах в режиме баллистического фононного транспорта тем 
меньше, чем больше длина теплопровода. Этот непривычный факт объясня-
ется тем, что данное затухание происходит не в пространстве, а во времени, 
и соответствующий коэффициент обратно пропорционален тепловой ин-
дуктивности. Последняя, как уже указывалось выше, является мерой пре-
пятствия изменению фононного тока и возрастает с увеличением длины 
теплопровода.  

Согласно (20) минимальный коэффициент затухания при длине тепло-
провода 1мкмL =  составляет 92,85 10β = ⋅  с–1, что соответствует времени 

тепловой релаксации 10
0 3,50 10−τ = ⋅  с. При частоте сигнала 111 ГГцν =  

число колебаний, за которое амплитуда температурной волны в таком тепло-
проводе, уменьшится в «е» раз, 0 38.eN = ντ =   

При определенном соотношении между частотой сигнала и длиной 
теплопровода в нем возможно существование стоячих температурных волн. 
В условиях свободных концов теплопровода в режиме стоячей волны на них 
должны образоваться пучности температуры. Следовательно, для образова-
ния стоячих температурных волн на длине теплопровода должно укладывать-
ся целое число их полуволн. Максимальная длина баллистического тепло-
провода, при которой он превращается в n-полуволновый резонатор на часто-
те 111 ГГцν = , соответствует 763 n =  и равна 999 нм. Добротность такого 
резонатора 119.eQ N= π =  С уменьшением n добротность ухудшается. 
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Из изложенного следует, что в наномасштабных теплопроводах типа  
h-BN нанолент и нанотрубок длиной, не превышающей длины баллистиче-
ского пробега фононов, возможно существование  бегущих и стоячих темпе-
ратурных волн, не связанных с упругими волнами. Такие волны могут 
наблюдаться на частотах порядка 100 ГГц, а их параметры доступны экспе-
риментальному измерению.  

Проблемой остается возбуждение температурных волн. Для этого мож-
но использовать фемтосекундные лазеры с частотой повторения импульсов  
в несколько десятков гигагерц. Твердотельные лазеры такого типа со средней 
мощностью oт 100 мВт до 1 Вт имеются, но из-за дифракционных ограниче-
ний диаметр их фокального пятна при фокусировании обычными линзами  
не превышает 1 мкм для ближней инфракрасной области спектра электромаг-
нитных волн. Нам же требуется сфокусировать лазерный луч в пятно диамет-
ром порядка 1 нм. К сожалению, ни предложенные в 2000 г. Дж. Пендри су-
перлинзы из метаматериалов с отрицательным коэффициентом преломления 
[20], ни их усовершенствованные варианты, использующие плазмонные ме-
таматериалы [21], ни какие-либо другие известные попытки существенно 
обойти дифракционный предел фокусировки излучения из видимой и ближ-
ней к ней части спектра электромагнитных волн пока не позволяют получать 
фокальные пятна таких ультрамалых размеров. По-видимому, единственным 
способом лазерного возбуждения температурных волн в нанотеплопроводах 
в настоящее время  является попытка «зацепить» торец нанотеплопровода 
краем обычного фокального пятна. 

Заключение 
Резюмируя вышеизложенное, можно сделать такие выводы: 
1. Показана возможность существования квантов погонной теплоемко-

сти и погонной тепловой индуктивности в наномасштабных теплопроводах 
типа нанолент и нанотрубок из гексагонального нитрида бора и получены 
описывающие их выражения. 

2. В рамках модели Лорда – Шульмана показано, что в случае малого 
коэффициента термоупругого взаимодействия в указанных выше наномас-
штабных теплопроводах могут независимо друг от друга возбуждаться как 
упругие, так и температурные бегущие и стоячие волны. 

3. Проведены численные оценки характеристик температурных волн  
в h-BN нанотеплопроводах длиной 1 мкм виде наноленты с краями типа «зиг-
заг» шириной 1,31 нм и нанотрубки с торцами типа «кресло» диаметром  
2,62 нм. Показано, что на частоте колебаний 111 ГГц скорость их распростра-
нения составляет 292 м/с, а временной коэффициент затухания 92,85 10⋅  с–1. 
Добротность n-полуволновых резонаторов из таких теплопроводов может до-
стигать 119. 
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Кванты коэффициентов Риги − Ледюка  
и магнитотеплового сопротивления 
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1 
Аннотация. Актуальность и цели. В настоящее время хорошо известны эффекты 
размерного квантования в узких нанопроводниках (нанолентах и нанотрубках), вы-
зывающие появление квантов электрического сопротивления, электроемкости и ин-
дуктивности. Не менее известны эффекты магнитного квантования, приводящие  
в двумерных проводниках к появлению квантов холловского сопротивления и магни-
тосопротивления. Целью данной работы является исследование влияния размерного 
и магнитного квантования на термомагнитные эффекты Риги − Ледюка и магнито-
теплопроводности. Материалы и методы. Объектами исследования являются метал-
лические графеновые наноленты шириной не менее 100 нм и длиной, не превышаю-
щей длину баллистического транспорта электронов (менее 1 мкм). В работе исполь-
зуются известные методы квантовой физики, кристаллофизики и квантовой теории 
явлений переноса в двумерном электронном газе. Результаты. Исследованы анти-
симметричные и симметричные части тензора удельных тепловых сопротивлений 
2D-проводника в поперечном магнитном поле. Получены явные выражения для 
кванта удельного теплового сопротивления Риги − Ледюка и кванта коэффициента 
удельного абсолютного магнитотеплосопротивления.  Результаты исследования мо-
гут быть использованы при разработке термомагнитных датчиков, магнитотерморе-
зисторов и других термомагнитных приборов. Выводы. Показано, что локализация 
электронов в узких графеновых нанолентах вследствие совместного размерного и 
магнитного квантования приводит к появлению квантового эффекта Риги – Ледюка и 
квантов коэффициентов Риги – Ледюка, удельного теплового сопротивления Риги – 
Ледюка и коэффициента удельного абсолютного магнитотеплосопротивления. 
Ключевые слова: графеновые наноленты, эффект Риги − Ледюка, магнитотепловое 
сопротивление, размерное квантование, магнитное квантование 
Для цитирования: Браже Р. А., Гришина А. А. Кванты коэффициентов Риги −Ледю-
ка и магнитотеплового сопротивления // Известия высших учебных заведений. По-
волжский регион. Физико-математические науки. 2024. № 1. С. 151–159. doi: 
10.21685/2072-3040-2024-1-13 
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Abstract. Background. Currently, the effects of dimensional quantization in narrow nano-
conductors (nanoribbons and nanotubes) are well known, causing the appearance of quanta 
of electrical resistance, electrical capacity and inductance. No less known are the effects of 
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magnetic quantization, which lead to the appearance of quantum Hall resistance and mag-
netoresistance in two-dimensional conductors. The purpose of the work is to study the ef-
fect of dimensional and magnetic quantization on the thermomagnetic effects of Righi − 
Leduc and magnetothermal conductivity. Materials and methods. The objects of the study 
are metallic graphene nanoribbons with a width of less than 100 nm and a length not ex-
ceeding the length of ballistic electron transport (less than 1μm). The work uses well-
known methods of quantum physics, crystallophysics and the quantum theory of transport 
phenomena in two-dimensional electron gas. Results. The symmetric and antisymmetric 
parts of the specific thermal resistance tensor of a 2D conductor in a transvers magnetic 
field are investigated. Explicit expressions are obtained for the Righi − Leduc quantum of 
specific thermal resistance and quantum of specific absolute magnetothermal resistance. 
The results of the work can be used in the development of thermomagnetic sensors, magne-
tothermoresistors and other thermomagnetic devices. Conclusions. It is shown that the lo-
calization of electrons in narrow graphene nanoribbons due to joint dimensional and mag-
netic quantization leads to the appearance of the quantum Righi – Leduc effect and the 
quanta of the Righi – Leduc coefficients, the specific thermal resistance of Righi – Leduc 
and the coefficient of specific absolute magnetothermal resistance. 
Keywords: graphene nanoribbons, Righi − Leduc effect, magnetothermal resistance, di-
mensional quantization, magnetic quantization 
For citation: Brazhe R.A., Grishina A.A. Quanta of the Righi – Leduc coefficients and 
magneto-thermal resistance. Izvestiya vysshikh uchebnykh zavedeniy. Povolzhskiy region. 
Fiziko-matematicheskie nauki = University proceedings. Volga region. Physical and 
mathematical sciences. 2024;(1):151–159. (In Russ.). doi: 10.21685/2072-3040-2024-1-13 

Введение 
Как было показано нами ранее [1–3], в 2D-нанопроводниках, попереч-

ные размеры которых соизмеримы с длиной электронной волны де Бройля, 
размерное квантование приводит к квантованию коэффициентов диффузии, 
вязкости, электро- и теплопроводности, коэффициентов Зеебека, Пельтье и 
Томсона. Если, кроме того, проводники находятся в поперечном магнитном 
поле, то появляется дополнительно магнитное квантование, обусловленное 
квантованием циклотронных орбит электронов и появлением в их энергети-
ческом спектре уровней Ландау. В результате возникает квантование коэф-
фициентов Холла, холловского сопротивления и магнитосопротивления [4]. 

Развитием названных работ является исследование ожидаемого кванто-
вания кинетических коэффициентов, описывающих термомагнитные явления 
переноса: эффектов Риги − Ледюка и магнитотеплового сопротивления при 
их наблюдении в электропроводящих узких нанолентах. 

Открытый еще в 1887 г. А. Риги (Италия) и С. Ледюком (Франция) эф-
фект состоит в том, что при помещении проводника с продольным градиен-
том температур в поперечное магнитное поле в нем возникает вторичная раз-
ность температур, перпендикулярная исходному тепловому потоку и магнит-
ному полю. Указанная разность температур пропорциональна первой степени 
индукции приложенного магнитного поля. Магнитотеплосопротивление − 
другой магнитотермический эффект, состоящий в появлении как поперечно-
го, так и продольного магнитотеплового сопротивления в проводнике, про-
порционального квадрату индукции поперечного магнитного поля. 

Несмотря на то, что магнитотермические явления, в том числе эффект 
Риги − Ледюка в низкоразмерных системах, в настоящее время интенсивно 
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исследуются [5–7], авторам неизвестны публикации, в которых бы говори-
лось о квантовании соответствующих кинетических коэффициентов. В связи 
с этим наше исследование представляется актуальным как в теоретическом, 
так и в экспериментальном плане. 

Основной целью статьи является исследование влияния размерного и 
магнитного квантования на протекание термомагнитных явлений в узких 
электропроводящих графеновых нанолентах в условиях баллистического 
транспорта электронов, когда их рассеяние на фононах отсутствует. Конеч-
ной целью работы является вывод явных выражений для квантов коэффици-
ентов Риги − Ледюка и магнитотеплового сопротивления. 

Материалы и методы 
Объектами исследования являются графеновые наноленты (ГНЛ) с кра-

ями типа «зигзаг» и длиной, не превышающей их баллистической длины: 
bL L≤  (для графена  1мкмbL ≈ ). Ширина наноленты 100 нмW ≤  выбирается 

из соображений обеспечения выполнения условий размерного квантования 
электронных состояний в образце. 

В работе использовались известные методы квантовой физики, кри-
сталлофизики (в частности, тензорного описания явлений переноса) и основ-
ные понятия физики двумерного электронного газа. 

Результаты 
Общий вид уравнения для тензора удельного теплового сопротивления 

Уравнение для тензора 2-го ранга удельного теплового сопротивления 
( ) ( )ij Bθρ


 в поперечном магнитном поле с индукцией B


 запишем в виде [8, 9] 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),  0 .k k lij ij ijk ijklB B B Bθ θ θ θρ = ρ + ρ + ρ


  (1) 

Антисимметричная часть тензора (1) описывает эффект Риги − Ледюка 
(тепловой аналог эффекта Холла): 

 ( ) ( ) ( ) ,kij ijkB Bθ θρ = ρ


  (2) 

а симметричная часть ‒ эффект магнитотеплового сопротивления:  

 ( ) ( ) ( ) ( ), 0 .k lij ij ijklB B Bθ θ θρ = ρ + ρ


  (3) 

В выражении (3) ( ),0
ij
θρ  представляет собой обычное удельное тепловое 

сопротивление материала без влияния магнитного поля, а ( )
ijkl
θρ  – удельное 

магнитотепловое сопротивление. 
На рис. 1 представлено расположение исследуемой ГНЛ относительно 

кристаллофизических осей 1x , 2x , 3x , ориентация магнитного поля и исход-
ного градиента температуры, задающего тепловой поток. 

Физика процесса состоит в том, что электроны от горячего конца ГНЛ 
начинают двигаться к более холодному, а электроны от холодного конца  
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к более нагретому. «Горячие» электроны переносят бо́льшую энергию, в ре-
зультате чего дают бо́льший вклад в образующуюся поперечную разность 
температур и определяют направление и величину вторичного градиента 
температуры. 

 
x

x

x 1

2

3 B

T T+ TΔ

W

L
e-

dT
dx1

 
Рис. 1. Ориентация ГНЛ, магнитного поля и исходного градиента температуры  
(стрелкой показано направление бокового отклонения «горячих» электронов) 

Эффект Риги − Ледюка 

Коэффициент Риги − Ледюка ( ) ijk
θρ  в выражении (2) измеряется в сле-

дующих единицах СИ: ( ) 1 11 К 1Тл Втijk
θ − − ρ = ⋅ ⋅  

 и для графена характеризу-

ется единственным отличным от нуля компонентом тензора ( )
123
θρ : 

( ) 113 123 123
123

213 223 123 1

0
0

θ ρ ρ ρ   
ρ = =   ρ ρ −ρ   

. 

В условиях размерного квантования ширина ГНЛ / FW k= π , где  Fk –

волновое число Ферми [1]. Тогда ( )
2123 /RLAθρ = κ  , 2

RL HA R= σ , где  RLA − 
коэффициент Риги − Ледюка; 2σ  и 2κ − соответственно коэффициенты дву-
мерной электро- и теплопроводности. Ввиду того, что в бесстолкновительном 
режиме электронного транспорта фононной теплопроводностью можно пре-
небречь, а закон Видемана − Франца принимает вид [1]: 

2
2

2

Bk T
e

κ  =  σ  
, 
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 ( ) 2 2 2
123123 2 2 22

1
H

B B B

e e eR
n ek T k T k T

θρ = = = ρ ,  (4) 

где  

123 *2 F

hL
em v N

ρ =  

обозначает коэффициент Холла [4];  Bk  − постоянная Больцмана; e  – эле-
ментарный заряд; T  − абсолютная температура образца; 2n  − двумерная 

концентрация электронов; h  − постоянная Планка; L  − длина образца; *m  – 
эффективная масса электрона;  Fv  ‒ его скорость Ферми; N  − число элек-
тронов в ГНЛ указанных размеров.  

В расчете на один канал электропроводности для 1N =  на единицу 
длины из (4) получаем квант погонного значения коэффициента Риги −   
Ледюка: 

 ( ) 2
2020 2 ,

B

e
k T

θρ = ρ   (5) 

где ( )*
20 / 2 Fh em vρ = − квант погонного значения коэффициента Холла [4]. 

Запишем теперь выражение для поперечной разности температур в эф-
фекте Риги − Ледюка в форме, по структуре сходной с формулой для холлов-
ского напряжения: 

 
1 2

,RL
RL Q

AdTT A BW j BW
dx x

Δ = =   (6) 

где ( )/Qj dQ Wdt= − плотность теплового потока.  
Тогда удельное тепловое сопротивление 2D-электронного газа в маг-

нитном поле (удельное тепловое сопротивление Риги − Ледюка) согласно (4) 
будет  

 ( ) ( ) 2

123 2 2 22 2

1 ,oe
RL

B B B

Re B h eB hB
n e n hk T k T k T

θ
θ θρ = ρ = = = =

ν ν
  (7) 

где 

 ( )
2oe
B

hR
k T

θ =  –  (8) 

квант удельного теплового сопротивления электронного газа, аналогичный 
сопротивлению фон Клитцинга 2 / 25,8128 кОмKR h e= ≈  для квантового 
эффекта Холла, а ( )2 /n h eBν =  ‒ фактор заполнения уровней Ландау элек-

тронами. При ( ) 10300 K  1,18 10  K / ВтoeT R θ= = ⋅ . 
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Если в наноленте укладывается ( ) /F s v FM E g g Wk= π  анналов элек-
тропроводности (  sg  и vg  – соответственно спиновое и доменное вырожде-
ния электронных состояний, причем для графена 2s vg g= = ), то выражения 
(5) для погонного значения коэффициента Риги − Ледюка и (7) для удельного 
теплового сопротивления Риги − Ледюка принимают вид 

 ( )
( )

2
20

20 2 ,
F

e
M Ek T

θ ρ
ρ =   (9) 

 ( ) ( )

( ) .oe
RL

F

R
M E

θ
θρ =

ν
  (10) 

Заметим, что формулы (5)−(10) описывают тепловые аналоги для соот-
ветствующих по смыслу выражений из квантового эффекта Холла [4]. 

Эффект магнитотеплосопротивления 

Вернемся теперь к формуле (3) и запишем ее в виде 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 0
k lij ij ij ijklB B Bθ θ θ θΔρ = ρ − ρ = ρ


,  (11) 

где ( )
ij
θΔρ  ‒ абсолютное удельное магнитотеплосопротивление. Относитель-

ное удельное магнитотеплосопротивление, как следует из (11): 

 
( )

( )

( )

( ),0 ,0
ij ijkl

k l mn k l
ij ij

B B K B B
θθ

θ θ

ρΔρ
= =

ρ ρ
,  (12) 

где mnK  – независящий от магнитного поля универсальный тензор коэффи-
циентов относительного сопротивления [4], представимый для графена в виде 
матрицы 

( )
11 12 13 11 12 13

21 22 23 12 11 13

31 32 33 13 13 33 4

mn

K K K K K K
K K K K K K K

K K K K K K

   
   = =   
   
   

. 

В рамках геометрии, показанной на рис. 1, из (12) получаются следую-
щие выражения для продольного и поперечного относительных магнитотеп-
лосопротивлений: 

 
( )

( ) ( )
2

,0 ,0
,KB

θ
⊥

θ θ
⊥

Δρ Δρ= =
ρ ρ





  (13) 

так как этом случае 23 13K K K= = . В работе [10] показано, что коэффициент 
K  зависит лишь от подвижности μ  носителей заряда и отношения длины 
ГНЛ к ее ширине /L W :  
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2LK g
W
 = μ 
 

, 

где ( )/g L W  ‒ безразмерная функция (см. [4]). 
Из (13) следует, что  

 ( ) ( ),0 2
1Δ KBθ θρ = ρ , ( ),0 2

2 ,KBθ
⊥Δρ = ρ   (14) 

где ( ),0
1 Kθρ  и ( ),0

2 Kθρ  – коэффициенты соответствующих продольных и по-

перечных магнитотеплосопротивлений. Так как и ( ),0
1
θρ  и ( ),0

2
θρ  в (14) крат-

ны ( ) ,oeR θ  то квант коэффициента удельного абсолютного магнито-
теплосопротивления определяется выражением  

 ( ) ( ) ( )
13 230 0 oeR Kθρ = ρ =   (15) 

и измеряется в ( )2K / Вт Тл⋅ . 

Обсуждение 

Итак, в тепловом аналоге квантового эффекта Холла − эффекте Риги − 
Ледюка − также имеют место кванты кинетических коэффициентов, обуслов-
ленные размерным и магнитным квантованием электронных состояний.  
В частности, квант погонного значения коэффициента Риги − Ледюка описы-
вается формулой (5), а квант удельного магнитотеплосопротивления ‒ фор-
мулой (7).  

Для температуры 300 КT =  расчеты по формуле (5) дают для кванта 
погонного значения коэффициента Риги − Ледюка в графене значение 

( ) ( )10
20 4,30 10 К / м Вт Тлθρ = ⋅ ⋅ ⋅ , а для кванта удельного теплового сопротив-

ления Риги − Ледюка согласно (7) значение ( ) ( )
0 / ,RL eRθ θρ = ν  где 

( ) 10 1,18 10 K / Вт oeR θ = ⋅  − квант удельного теплового сопротивления при тем-
пературе 300 К;T =  ν  − фактор заполнения уровней Ландау в магнитном  
поле. 

Как показано в [4], в случае ГНЛ с ~ 1мкмL  и ~ 0,1мкм W  
233,8 ТлK −= , и квант коэффициента удельного абсолютного магнитотепло-

сопротивления, как следует из (15), ( ) ( ) ( )11 2
13 230 0 3,99 10 K / Вт Тлρ = ρ = ⋅ ⋅ . 

Заключение 
Показано, что локализация электронов в графеноподобных электропро-

водящих нанолентах вследствие размерного и магнитного квантования в по-
перечном магнитном поле приводит к появлению квантов коэффициентов 
Риги – Ледюка, квантов удельного теплового сопротивления Риги – Ледюка и 
кванта коэффициента удельного магнитотеплосопротивления. 
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Полученные в работе формулы позволяют рассчитывать значения этих 
коэффициентов для электропроводящих нанолент, если известны их симмет-
рия и физические характеристики. 

В случае полупроводниковых нанолент, естественно, нужно учитывать 
вклад числа электропроводящих каналов как для электронов, так и для ды-
рок, что приводит к увеличению разности температур Риги – Ледюка за счет 
уменьшения удельного теплового сопротивления и соответствующего усиле-
ния плотности теплового потока. 

Результаты работы могут быть использованы для создания термомаг-
нитных датчиков, магнитотерморезисторов и других термомагнитных прибо-
ров. 
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1 
Аннотация. Актуальность и цели. Уравнение Хохлова – Заболотской является од-
ним из важных инструментов анализа распространения звуковых волн в газообраз-
ной среде и жидкостях, а также в задачах обтекания профилей сжимаемой жидко-
стью. Нелинейность этого уравнения требует специальных методов построения ре-
шений и их анализа. Целью работы является построение точных решений уравнения 
Хохлова – Заболотской с помощью связывания их в трехмерном пространстве квизи-
линейными уравнениями первого порядка. Такой подход дает важную информацию о 
характере решений уравнения Хохлова – Заболотской и его обобщений. Материалы 
и методы. В данной работе решения уравнения Хохлова – Заболотской строятся  
с помощью метода ривертонов (решений систем квазилинейных уравнений первого 
порядка специального типа). Описывается общая процедура вывода уравнения Хох-
лова – Заболотской из системы квазилинейных уравнений первого порядка. Резуль-
таты. Основным результатом является построение в неявном виде множества точ-
ных решений уравнения Хохлова – Заболотской, зависящих от трех функциональных 
параметров. Это позволяет строить решения при заданных условиях вдоль коорди-
натных осей. Представлен общий способ анализа таких решений с указанием базовых 
кривых, вдоль которых движутся плоские волновые фронты решений, а также обла-
стей, в которых число листов многозначных решений фиксировано. Выводы.  Пред-
ложенный метод построения решений позволяет строить точные решения уравнения 
Хохлова – Заболотской, соответствующие заданным условиям вдоль координатных 
осей и анализировать их геометрические свойства.  
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Abstarct. Background. The Khokhlov – Zabolotskaya equations are one of the important 
tools for analyzing the propagation of sound waves in a gaseous medium and liquids, as 
well as in problems of compressible fluid flow around profiles. The nonlinearity of these 
equations requires special methods for constructing solutions and analyzing them. The pur-
pose of the work is to construct exact solutions of the Khokhlov – Zabolotskaya equations 
by connecting them with first-order quasilinear equations, as well as to analyze the geome-
try of these solutions in three-dimensional space. Materials and methods. In this work, so-
lutions to the Khokhlov – Zabolotskaya equations are constructed using the riverton method 
(solutions to systems of first-order quasi-linear equations of a special type). The general 
procedure for deriving the Khokhlov – Zabolotskaya equations from a system of first-order 
quasilinear equations is described. Results. The main result is the implicit construction of a 
set of exact solutions to the Khokhlov – Zabolotskaya equation, depending on three func-
tional parameters. This allows you to construct solutions under given conditions along the 
coordinate axes. A general method for analyzing such solutions is presented, indicating the 
base curves along which the plane wave fronts of the solutions move, as well as the regions 
in which the number of sheets of multivalued solutions is fixed. Conclusions. The proposed 
method for constructing solutions allows one to construct exact solutions of the Khokhlov – 
Zabolotskaya equation that correspond to given conditions along the coordinate axes and 
analyze their geometric properties.  
Keywords: Khokhlov–Zabolotskaya equation, generalized Khokhlov – Zabolotskaya equa-
tions, rivertons, first-order quasilinear equations 
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Введение 
Уравнение Хохлова – Заболотской (ХЗ) описывает распространение 

акустических волн в виде пучков и играет важную роль в нелинейной акусти-
ке [1–6]. Это же уравнение возникает и в гидродинамике при описании обте-
кания тонких профилей сжимаемым газом [4, 7]. 

Обобщенные уравнения Хохлова – Заболотской (ОХЗ) [1, 4, 5] можно 
записать в следующей безразмерной форме:  

 ( )
2 2

2 2Δ ,   Δ ,pF p p
t x t y z

⊥ ⊥
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ − = = + ∂ ∂ ∂  ∂ ∂

  (1) 

здесь ( ), , ,p x y z t  – безразмерное акустическое давление в точке , ,x y z  в пуч-
ке в момент времени t ; ( )F p  – функция, характеризующая нелинейные 
свойства среды. Акустический пучок направлен вдоль оси x , а координаты 

,y z  лежат в плоскости, перпендикулярной оси пучка. В классическом виде 
уравнению ХЗ соответствует функции ( )F p p= . В статье [4] указывалось на 
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возможность обобщения классического уравнения до уравнения (1) с произ-
вольной функцией ( )F p , которые могут возникать в различных прикладных 
задачах. Еще одним обобщением уравнения (1) является уравнение Хохлова – 
Заболотской – Кузнецова [4, 8], учитывающее диссипативные эффекты в вяз-
кой жидкости. 

В связи с множеством приложений, в которых уравнение ХЗ появляет-
ся, это уравнение исследовалось достаточно подробно [1–6]. Вместе с тем ряд 
свойств уравнений (1) остается недостаточно изученным. Например, как ука-
зывалось в [4], эти уравнения могут рассматриваться как обобщения квазили-
нейных уравнений первого порядка типа простой волны, но прямой связи 
между этими уравнениями и (1) указано не было. В работах [9–14] был пред-
ложен метод построения волновых уравнений достаточно общего вида – на 
основе установления их связи с квазилинейными уравнениями первого по-
рядка (КЛУ1). Решения волновых уравнений второго порядка, являющиеся 
одновременно и решениями КЛУ1, в этих работах были названы для кратко-
сти ривертонами. Как оказывается, этот подход может быть распространен и 
на уравнения ОХЗ. 

Целью данной работы является задача установления связи между ОХЗ 
и КЛУ1 и получение общего алгоритма для вычисления точных решений 
этих уравнений, опирающегося на метод ривертонов. 

1. Многомерные автономные квазилинейные  
уравнения первого порядка 

Рассмотрим системы квазилинейных уравнений первого порядка сле-
дующего вида:  

 ( ) ( ) 1 2
0 ,   ,   1,2,   ,   .A A z y z z

x t tz
αα

∂φ ∂φ ∂φ ∂φ= φ = φ α = = =
∂ ∂ ∂∂

  (2) 

 Решение этой системы уравнений находится с помощью метода харак-
теристик [9]. Общий вид решений, которые будем далее называть ривертона-
ми, можно представить в следующей форме:  

 ( ), 0,H φ ξ =   (3) 

где ( ),H φ ξ  – произвольная дифференцируемая функция.  
Введены обозначения:  

 ( ) ( ) ( )0 1 2 .t A x A y A zξ = + φ + φ + φ   (4) 

Соотношение (3) является неявным заданием решений уравнений (2) 
относительно функции ( ), , , .x y z tφ  Поскольку функция ( ),H φ ξ  зависит 
только от одной переменной ξ , содержащей координаты и время, то такие 
решения будем называть однопараметрическими. 

Основной смысл для рассматривания таких систем уравнений состоит  
в том, что решения (2) являются также и решениями некоторых автономных 
нелинейных уравнений второго порядка [9, 12, 13]. Дифференцируя уравне-
ния (2) с производными по ,y z , по соответствующим переменным и склады-
вая результаты, приходим к следующему уравнению:  
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( ) ( ), , ,
1,2

Δ  ' ,   .A A
t t z

⊥ α α α α α α
α=

∂ ∂φ ∂φ φ = φ φ + φ φ φ = ∂ ∂  ∂
  

Заменяя в этом уравнении ,αφ  с помощью соотношений (2) , приходим 
к уравнению  

 ( ) ( ) ( )2 2 2 2
1 2Δ | | ,   | | .tA A A A

t⊥
∂φ = φ = φ + φ
∂

  (5) 

 Заметим, что в последнее уравнение производные по x  не входят, но 
производная tφ  при этом связана с производной xφ  с помощью первого 
уравнения (2). Это важно для дальнейших построений. 

2. Переход к уравнениям Хохлова – Заболотской 
Уравнение (5) можно привести к стандартному виду обобщенного 

уравнения ОХЗ, используя первое уравнение системы (2). Воспользуемся для 
этого простым тождеством:  

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
0 0 0| | (| | ) (| | ) .t t t t xA A A A A Aφ = φ − φ φ + φ φ = − φ φ + φ   (6) 

Подставляя последнее соотношение в уравнение (5), приходим к урав-
нению ОХЗ в следующем виде:  

 ( )2
0Δ (| | ) .t xA A

t⊥
∂φ = − φ + φ
∂

  (7) 

Это уравнение совпадает с (1) в случае простого равенства:  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
0 0 1 2| | .F A A A A A= φ − φ = φ − φ − φ   (8) 

Таким образом, для заданной функции ( )F φ  существует множество 
решений уравнения (1), соответствующих произвольному выбору функций 

( )1A φ  и ( )2A φ . При этом вид функции ( )0A φ  определяется соотношением  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
0 1 2| | .A F A F A A= φ + φ = φ + φ + φ   (9) 

Соответствующие неявные решения (3)–(4) без ограничения общности 
можно записать в таком виде:  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
1 2,   ( | | ) ,h t F A x A y A zφ = ξ ξ = + φ + φ + φ + φ   (10) 

где ( )h ξ  – дифференцируемая функция, определяющаяся начальными и гра-
ничными условиями задачи. 

3. Общие свойства решений 
Основным свойством ривертонов является то, что их фронты представ-

ляют собой плоскости в трехмерном пространстве. Этот факт следует из об-
щей формы системы квазилинейных уравнений первого порядка (2). Фронт 
волны можно определить как изоповерхность функции ( ), , ,x y z tφ  в про-
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странстве в конкретный момент времени t . Обозначим через 0φ  значение 
функции ( ), , ,x y z tφ  на фронте волны. Тогда форма фронта определяется 
уравнением  

( ) 0, , , const.x y z tφ = φ =  

Исходя из формы уравнений (2), сразу находим, что вектор 
( ) ( ) ( )( )0 1 2, ,N A A A= φ φ φ  обладает следующими свойствами. Во-первых, 

этот вектор всюду ортогонален фронту, поскольку он коллинеарен градиенту 
функции φ :  

1 .
t

A = ∇φ
φ

 

Во-вторых, поскольку этот вектор зависит только от функции φ , то он 
имеет одинаковое направление вдоль всего фронта. Отсюда можно сделать 
вывод, что фронт 0φ = φ  волны представляет собой плоскость в трехмерном 
пространстве с направляющим вектором ( ) ( ) ( )( )0 0 0 1 0 2 0, ,N A A A= φ φ φ . Вме-
сте с тем направляющий вектор плоскости фронта волны зависит от 0φ  и ме-
няется в пространстве и времени. При этом плоскости фронтов для различ-
ных значений 0φ  могут пересекаться. Это означает, что решения (10) стано-
вятся многозначными, это также следует из общего вида неявного решения 
(10). Поскольку положение плоскости фронта определяется только одним па-
раметром – значением φ  на фронте, то каждое общее решение (10) определя-
ется одной базовой кривой в трехмерном пространстве, к которой фронты 
будут ортогональны. Следуя [9], приведем основные элементы вычисления 
структуры областей однозначности и многозначности решений. 

Введем обозначения:  

 ( )( )
2 22

0
,    | | .R A A Aα

α=
= = φ   (11) 

Для описания геометрической структуры ривертонов введем параметр 
s  вдоль кривой, пользуясь следующим определением:  

( )
2

0
, s n xα α

α=
= φ  

где ( ) ( ) ( )/n A Rα αφ = φ φ  – компоненты единичного векторного поля ( )n φ  
всюду коллинеарного A .  

Тогда (10) можно записать в следующем виде:  

 ( ) ( ) ,t R s g+ φ = φ   (12) 

где ( )g φ  – функция, обратная к ( )h ξ . Сворачивая (2) с компонентами поля 

( )n φ , эти уравнения можно записать в виде  
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( )
2

0
 . .n R

x tα
αα=

∂φ ∂φ= φ
∂ ∂  

Это квазилинейное уравнение имеет характеристики, которые вычис-
ляются из решения системы уравнений:  

( ) ,  0, ,2,dx n
ds

α
α= φ α = …  

 ( ) .R
s t

∂φ ∂φ= φ
∂ ∂

  (13) 

Последнее уравнение имеет общим решением соотношение (12). 
Первая часть этой системы определяет кривую в пространстве, вдоль 

которой распространяется волна и к которой ее фронт всюду ортогонален 1. 
Эта кривая и называется базовой (рис. 1).  

 

 
Рис. 1. Пример базовой кривой и положение плоских фронтов вдоль нее 
  
Для того чтобы связать базовую кривую с начальными условиями, 

удобно перейти от параметра s  к значениям самой функции φ , которые так-
же параметризуют точки базовой кривой. Из (12) для каждого фиксированно-
го значения t  имеем 

 
( ) ( ) ( ) ( )( )

( )
.

R g R g tds
d R

′ ′φ φ − φ φ −
=

φ φ
  (14) 

В результате уравнения кривой примут такой вид:  

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( )3 ,  1, , .

g R g t Rdx A n
d R

α
α

′ ′φ φ − φ − φ
= φ α = …

φ φ
  (15) 
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Интегрируя это уравнение, приходим к соотношениям, определяющим 
явный вид точек кривой в заданный момент времени t :  

 ( ) ( ) ( )0 ,x S tV xα α α α= φ + φ +   (16) 

где ( )0xα  – постоянные интегрирования и введены обозначения:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )3 3,   ,

g R g R R
S A d V A d

R R
α α α α

′ ′ ′φ φ − φ φ φ
φ = φ φ φ = φ φ

φ φ   

Эти соотношения определяют в каждый момент времени геометриче-
скую структуру базовой кривой исходя из функциональной формы компо-
нентов поля ( )A φ  и функции ( )g φ  (или ( )h ξ ), которые связаны с начальны-
ми условиями. Отсюда, в частности, следует, что базовая кривая не меняет 
своей формы со временем, если только ( ) 0.R′ φ =  В противном случае со 
временем базовая кривая меняется в соответствии с (16). 

Установим, какая информация требуется для того, чтобы определить 
геометрическую структуру ривертона, исходя из начальных и граничных 
условий. Введем обозначения:  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2Φ ,0,0,0 ,   Φ 0, ,0,0 ,   Φ 0,0, ,0 .x x y y z z= φ = φ = φ   (17) 

 Функции ( )Φ rα  – функции одного аргумента r , которые представ-
ляют собой изменение ( ),x tφ  вдоль координатной прямой с индексом α . 
Обращая функции (17), получаем параметризацию значений координат через 
значения функции φ  на данной оси в нулевой момент времени:  

( ) ( ) ( ),   ,   ,x X y Y z Z= φ = φ = φ  

где ( ) ( ) ( ),  ,  X Y Zφ φ φ  – функции, обратные функциям ( ) ( ) ( )0 1 2Φ ,  Φ ,  Φx y z  
соответственно. Тогда уравнение (10) на осях координат при 0t =  принимает 
такой вид:  

 ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )0 1 2,   ,   .

g g g
A A A

X Y Z
φ φ φ

φ = φ = φ =
φ φ φ

  (18) 

Для описания изменений со временем необходимо также знать функ-
цию ( ).g φ  Поскольку в начале координат 0,s =  то в соответствии с (12) 
функция ( )g φ  вычисляется из условия  

( )( )0,0,0, ,t g t= φ  или ( ) ( )0,0,0, .t h tφ =  

Таким образом, функциональный вид компонентов поля ( )A φ  и вид 
функций ( )h t  и ( )g φ  определяются в начальный момент времени распреде-
лением поля ( ),0xφ  вдоль координатных осей и заданным изменением 

( )0,0,0,phi t  в начале координат. 
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4. Решения классического уравнения Хохлова – Заболотской 
Как указывалось во введении, классическое уравнение Хохлова – Забо-

лотской соответствует выбору ( )F φ = φ . Это означает, что соотношение (9) 
примет такой вид:  

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
0 1 2| | .A A F A A= φ+ φ = φ + φ + φ   (19) 

 При этом функции ( )1A φ  и ( )2A φ  остаются произвольными диффе-
ренцируемыми функциями. Отсюда следует, что совокупность соотношений 
(10), которые теперь имеют вид 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )2
1 2| | ,g t A x A y A zφ = + φ+ φ + φ + φ   (20) 

дают решение исходной задачи, зависящее от трех функциональных парамет-
ров ( )g φ  (или ( )h ξ ), а также ( )1A φ  и ( )2A φ . При этом общая схема вычис-
ления решений начальной задачи несколько меняется в связи с тем, что 
функция ( )0A φ  теперь оказывается связанной с ( )1A φ  и ( )2A φ . Это означа-
ет, что распределение ( ), , ,x y z tφ  вдоль одной из координатных осей и вре-
мени будет определяться остальными осями, для которых распределение бу-
дет произвольным. Таким образом, решения (20) образуют лишь некоторое 
подмножество множества всех решений классического уравнения ХЗ в форме 
ривертонов. Тем не менее это множество решений в классе ривертонов ока-
зывается мощным. 

5. Границы смены числа листов 
Построенные решения уравнений ОХЗ представляют собой ривертоны, 

построенные в работах [9]. Наиболее важным элементом геометрии риверто-
нов являются области, в которых решения имеют строго определенное число 
листов. Границы этих областей могут быть вычислены в трехмерном про-
странстве как огибающие кривых, в точках которых отдельные листы (фрон-
ты) многозначных решений пересекаются. Общая схема вычисления огиба-
ющих в произвольной размерности n  была представлена в [9]. Приведем 
здесь построение решений рассматриваемой задачи в размерности 3n =  в ва-
рианте, несколько упрощающем построение области однозначности решений. 

Уравнение для плоскостей, ортогональных базовой кривой в момент 
времени t , имеет вид решений (20), которые удобно переписать с таком виде:  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 0 , , .yA zA g t A x F x tφ + φ = φ − − φ = φ   (21) 

В заданный момент времени параметром базовой кривой и плоскости 
фронта волны может служить само значение функции φ . 

Рассмотрим две близких плоскости, соответствующие двум значениям 
параметров 1φ  и 2φ :  

 ( ) ( ) ( )1 1 2 1 1, , ,yA zA F x tφ + φ = φ   (22) 

 ( ) ( ) ( )1 2 2 2 2, , .yA zA F x tφ + φ = φ   (23) 
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 Эти две плоскости пересекаются по некоторой прямой, координаты 
которой можно вычислить, решая пару уравнений (22) относительно y  и z . 
Эти решения можно записать в таком виде:  

 ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

2 1 2 2 1 1 1 2
1 11 2 1 2

, , , , , , , ,
,   ,

P x t P x t P x t P x t
y z

D D D D− −
φ − φ φ − φ

= =
φ − φ φ − φ

  (24) 

где  

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
1

2

, ,
,   , , ,   1,2.k

k

A F x t
D P x t k

A A
φ φ

φ = φ = =
φ φ

 

Переходя к пределу 1 2φ → φ = φ  и раскрывая правую часть (24) по пра-
вилу Лопиталя, получаем параметрическое представление огибающей пере-
сечения фронтов волны в следующем виде:  

( ) ( ) ( ) ( )
1

2
0 1 2

, ,
,

P x t Dy Y Y x Y t
−∂ φ  ∂= = φ + φ + φ ∂φ ∂φ 

 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

12
0 1 2

, ,
.

P x t Dz D Z Z x Z t
−∂ φ  ∂= − φ = φ + φ + φ ∂φ ∂φ 

  (25) 

Эти соотношения задают поверхность как совокупность точек, коорди-
наты ,y z  которых зависят от двух свободных параметров φ  и x . Теперь, за-
давая непосредственно конкретные функции ( ) ( )1 2,  A Aφ φ  и ( ) ,g φ  можно 
вычислить границу области однозначности. 

6. Простые решения 
Область однозначности состоит из точек, в которых решение принима-

ет строго одно значение. В остальных областях решение может принимать 
при заданных значениях , , ,x y z t  конечное или даже бесконечное число зна-
чений. С физической точки зрения невозможно прямым образом интерпрети-
ровать многозначные решения в областях многозначности. В такой ситуации 
переходят от многозначных решений к однозначным слабым решениям [15], 
которые на границе областей однозначности и смены числа листов решения, 
испытывают скачок. Такие решения называются ударными волнами. В мно-
гомерном случае, который соответствует рассматриваемым в данной работе 
решениям трехмерных квазилинейных уравнений первого порядка, такой 
подход требует дополнительного анализа, выходящего за рамки данной ста-
тьи. Поэтому в данной работе ограничимся лишь вычислениями геометриче-
ских особенностей решений в форме ривертонов. Но начнем с указания на 
существование среди всех решений типа ривертонов и глобально однознач-
ных решений. 

Для решений (20) глобально однозначные решения типа ривертонов 
существуют при специальном выборе свободных функциональных парамет-
ров ( ) ( )1 2,  A Aφ φ  и ( )g φ , равных линейным функциям:  
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1 1 2 2 1 0const,   const,  .A a A a g g g= = = = = φ +  

Соответствующее общее решение находится из уравнения 

 ( )2 2
1 2 1 2 1 0a a x a y a z t g gφ + + + + + = φ +   (26) 

и имеет вид 

 ( )( )2 2
1 2 1 2 0

1

1 .a a x a y a z t g
g x

φ = + + + + −
−

  (27) 

 Это решение глобально однозначно, но имеет сингулярность на плос-
кости 1x g= . 

Более сложное решение типа ривертонов, для которого уже имеется 
область неоднозначности, соответствует такому выбору функций 

( ) ( )1 2,  A Aφ φ  и ( )g φ , при которых уравнение (20) будет квадратичным по-
линомом по φ . Общий вид таких функций следующий:  

1 1 1 2 2 2 2 1 0,   ,  ,A a k A a k g g g g= + φ = + φ = φ φ +  

где 1 2 1 2 0 1 2,  , , , , ,a a k k g g g  – постоянные.  
Решение в этом случае имеет такой вид:  

 21 4 , φ = β ± β − αγ α  
  (28) 

где  

( ) ( )2 2 2 2
1 2 0 1 2 1 2 0,   ,x k k g a a x a y a z gα = + − γ = + + + −  

( )1 1 2 2 1 2 11 2 2 .a k a k x k y k z gβ = + + + + −  

 Это решение уже является вещественным только в области, где  
2 4 0.D = β − αγ >=  

В этой области имеются в общем случае два решения. Граница этой об-
ласти, определяемая уравнением  

2 4 0,D = β − αγ =  

представляет собой квадратичную поверхность в трехмерном пространстве. 
Эта поверхность отделяет область с двумя вещественными решениями от об-
ласти, где вещественных решений нет. Эти решения сингулярны, как и 
предыдущее. Сингулярность располагается вдоль плоскости ( )2 2

1 2/x g k k= + . 

7. Границы области смены числа листов. Пример 
Существуют два общих варианта базовых кривых, для которых постро-

ения области однозначности отличаются друг от друга. Первый вариант соот-
ветствует ситуации, когда базовая кривая является плоской, т.е. лежит в не-
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которой плоскости P . Такая ситуация, например, возникает, если функции 
( ) ( )1 2,  A Aφ φ  отличаются друг от друга постоянным множителем:  

( ) ( )2 1 .A kAφ = φ  

Для плоской кривой область однозначности будет представлять собой 
криволинейный цилиндр с осью, перпендикулярной плоскости P , в которой 
лежит базовая кривая. При этом огибающая поверхность будет представлять 
собой криволинейный цилиндр. Такая ситуация сводится фактически к дву-
мерному варианту построения областей однозначности [9]. Более интересным 
вариантом является ситуация, когда базовая кривая не укладывается в какую-
либо плоскость. В этом случае построение поверхностей будет более слож-
ным. В данной работе рассмотрим именно такой случай. 

Выберем функции ( ) ( )1 2,  A Aφ φ  следующим образом:  

 ( ) ( ) ( ) ( )1 2cos ,   sin ,A a A aφ = φ φ = φ   (29) 

где a  – некоторая положительная постоянная. Тогда  
2

0 .A a= φ +  

Выберем функцию ( )g φ  в таком виде:  

 const,g b= =   (30) 

тогда  

( ) ( )2, , .F x t b t a xφ = φ − − φ +  

Соответственно получаем:  

( )
( )

( )
( ) ( )

2 2
1

1 2,   ,   tan .
cos sin

b t a x b t a x
P P D

a a
−

− + φ + − + φ +
= − = − = φ

φ φ
 

Уравнение границы области однозначности будет иметь такой вид:  

( )( ) ( ) ( )( )1 2 cos sin ,y a b t a x x−= − − + φ φ + φ  

 ( )( ) ( ) ( )( )1 2 sin cos .z a b t a x x−= − − + φ φ − φ   (31) 

Поверхность, определяемая соотношениями (31), представлена на  
рис. 2 для двух моментов времени вместе с базовой кривой (выделена черным 
цветом), которая вычислялась в соответствии с (16). На рис. 3, 4 представле-
ны сечения этих поверхностей для заданного значения x .  

Приведенные на рис. 2,б,г участки базовых кривых представляют собой 
криволинейные спирали и в силу малости радиусов этих спиралей на  
рис. 2,а,в выглядят почти прямыми, которые указывают главное распростра-
нение волн. 
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а) б) 

  
в) г) 

Рис. 2. Граница области смены числа листов (а, б) и участки базовых кривых (б, г), 
соответствующие (29) и (30), для 0,5;a =  0,5b = : а, б: t = 0; в, г: t = 20 

 

   
а) 

Рис. 3. Сечение поверхностей (рис. 2,а,б) для x = 1, t = 0 
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Рис. 4. Сечение поверхностей (рис. 2,а,б) для x = 1, t = 20 

Заключение 
Построенные решения обобщенного уравнения ХЗ (1) относятся к типу 

ривертонов и связаны с решениями квазилинейных уравнений первого по-
рядка. Эти решения образуют множество, которое параметризуется тремя 
функциональными параметрами, что позволяет строить решения задач с за-
данными условиями на трех пространственных осях или двух пространствен-
ных и одной временной. 

Множество таких решений не содержит всех возможных решений 
уравнений ХЗ, но дает способ строить точные решения, обладающие некото-
рыми заранее заданными характеристиками, например указанием базовой 
кривой, вдоль которой происходит распространение плоских фронтов нели-
нейного волнового процесса. Поскольку представленные здесь решения яв-
ляются многозначными, то для прикладных задач они могут представлять ба-
зу для построения слабых решений, подобных ударным волнам. Однако эта 
задача выходит за рамки данной работы. 
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П А М Я Т И  У Ч Е Н Ы Х  
IN THE MEMORY OF SCIENTISTS 

 
ПАМЯТИ ИЛЬИ ВЛАДИМИРОВИЧА БОЙКОВА 

(19.03.1941 – 02.05.2024) 
 

COMMEMORATING IL'YA VLADIMIROVICH BOYKOV 
(19.03.1941 – 02.05.2024) 

 

 
 

2 мая 2024 г. ушел из жизни замечательный человек и выдающийся 
ученый Илья Владимирович Бойков, доктор физико-математических наук, 
профессор кафедры «Высшая и прикладная математика» Пензенского госу-
дарственного университета, почетный работник высшей школы Российской  
Федерации. 

Илья Владимирович родился 19 марта 1941 г. в г. Кременчуге Полтав-
ской области. В 1963 г. окончил Пензенский политехнический институт по 
специальности «Математические и счетно-решающие приборы и устройства», 
а в 1968 г. – с отличием заочное отделение механико-математического факуль-
тета Казанского государственного университета имени В. И. Ульянова-Ленина, 
где был оставлен в аспирантуре при кафедре математического анализа.  
В 1973 г. защитил диссертацию кандидата физико-математических наук,  
а в 1991 г. защитил докторскую диссертацию в Вычислительном центре  
Сибирского отделения Академии наук СССР. В 1992 г. Илье Владимировичу 
присвоено звание профессора, в 2001 г. – «Почетный работник высшей  
школы РФ». 
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Под его руководством защищено 17 диссертаций; он являлся автором 
более 500 научных работ, 11 монографий, 11 учебных пособий, обладателем 
4 авторских свидетельств, 7 свидетельств о регистрации программ и 2 патен-
тов. Почти 50 лет (с 1974 по 2022 г.) Илья Владимирович руководил кафед-
рой «Высшая и прикладная математика» Пензенского государственного уни-
верситета. 

Илья Владимирович был создателем и бессменным руководителем на 
протяжении долгих лет научно-педагогической школы «Аналитические и 
численные методы решения задач математической физики». В рамках этой 
школы велась продуктивная научная работа по таким направлениям, как тео-
рия приближения функций, теория квадратурных и кубатурных формул, чис-
ленные методы решения сингулярных и гиперсингулярных интегральных 
уравнений, численные методы геофизики, математические методы в эконо-
мике и экологии, устойчивость динамических систем. 

За свою более чем полувековую научную деятельность Илья Владими-
рович принял участие в нескольких десятках международных и всероссий-
ских научных конференций, участвовал в работе нескольких диссертацион-
ных советов. Илья Владимирович успешно вел не только научную, но и педа-
гогическую деятельность. Под его руководством подготовлено большое ко-
личество выпускников-математиков. 

Научная работа И. В. Бойкова была поддержана рядом грантов – Меж-
дународного научного фонда, Российского фонда фундаментальных исследо-
ваний, Министерства образования Российской Федерации, Российского гу-
манитарного научного фонда, программы «Университеты России», Феде-
рального агентства по образованию Российской Федерации.  

Илья Владимирович являлся членом редколлегии журнала «Известия 
высших учебных заведений. Поволжский регион. Физико-математические 
науки», Журнала Средневолжского математического общества. На протяже-
нии многих лет был рецензентом научных работ для широкого круга матема-
тических журналов, готовил рефераты для баз данных Mathematical Reviews и 
Zentralblatt MATH (в настоящее время zbMATH Open).  

С 2006 г. был председателем оргкомитета Международных научных 
конференций «Аналитические и численные методы моделирования есте-
ственно-научных и социальных проблем», «Математическое и компьютерное 
моделирование естественно-научных и социальных проблем», охватывающих 
своей тематикой практически весь спектр прикладной математики и ее при-
ложений в физике, технике, экономике и экологии. 

Илья Владимирович был человеком большой эрудиции, обладал заме-
чательным чувством юмора, отличался простотой в общении. С ним одина-
ково интересно было общаться как студентам, так и преподавателям. Илья 
Владимирович всегда был готов обсудить различные проблемы, поделиться 
своим уникальным жизненным опытом. Сотрудники, работавшие под его ру-
ководством, с благодарностью вспоминают ту поддержку, которую он оказы-
вал коллективу кафедры. Среди преподавателей и сотрудников университета 
он пользовался заслуженным уважением и авторитетом. 

Ушел из жизни выдающийся ученый, прекрасный педагог, уникальный 
человек. Память о нем всегда будет в наших сердцах. 

От коллег и редакции 
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Вниманию авторов! 
 

Редакция журнала «Известия высших учебных заведений. Поволжский регион. 
Физико-математические науки» приглашает специалистов опубликовать на его стра-
ницах оригинальные статьи, содержащие новые научные результаты в области мате-
матики, физики, механики, а также обзорные статьи по тематике журнала. 

Статьи, ранее опубликованные, а также принятые к опубликованию в других 
журналах, редколлегией не рассматриваются. 

Редакция принимает к рассмотрению статьи, подготовленные с использовани-
ем текстового редактора Microsoft Word for Windows (тип файла – RTF, DOC). 

Необходимо представить статью в электронном виде (VolgaVuz@mail.ru) и 
дополнительно на бумажном носителе в двух экземплярах. Оптимальный объем руко-
писи 10–14 страниц формата А4. Основной шрифт статьи – Times New Roman, 14 pt 
через полуторный интервал. Статья обязательно должна содержать индекс УДК, клю-
чевые слова и развернутую аннотацию объемом от 100 до 250 слов, имеющую четкую 
структуру на русском (Актуальность и цели. Материал и методы. Результаты. Выво-
ды) и английском языках (Background. Materials and methods. Results. Conclusions).  

Обращаем внимание авторов на то, что в соответствии с этическим кодексом 
журнала для обеспечения единообразия перевод фамилии, имени, отчества каждого ав-
тора на английский язык (в сведениях об авторах и списке литературы) осуществляется 
автоматически с использованием программы транслитерации в кодировке BGN (сайт 
translit.ru). 

Рисунки и таблицы должны быть размещены в тексте статьи и представлены  
в виде отдельных файлов (растровые рисунки в формате TIFF, ВМР с разрешением 
300 dpi, векторные рисунки в формате Corel Draw с минимальной толщиной линии 
0,75 рt). Рисунки должны сопровождаться подрисуночными подписями.  

Формулы в тексте статьи обязательно должны быть набраны в редакторе 
формул Microsoft Word Equation (версия 3.0) или MathType. Символы греческого и 
русского алфавита должны быть набраны прямо, нежирно; латинского – курсивом, 
нежирно; обозначения векторов и матриц прямо, жирно; цифры – прямо, нежирно. 
Наименования химических элементов набираются прямо, нежирно. Эти же требова-
ния необходимо соблюдать и в рисунках. Допускается вставка в текст специальных 
символов (с использованием шрифтов Symbol). 

В списке литературы нумерация источников должна соответствовать  
очередности ссылок на них в тексте ([1], [2], …). Номер источника указывается  
в квадратных скобках. Требования к оформлению списка литературы на русские и 
иностранные источники: для книг – фамилия и инициалы автора, название, город, 
издательство, год издания, том, количество страниц; для журнальных статей, сбор-
ников трудов – фамилия и инициалы автора, название статьи, полное название журна-
ла или сборника, серия, год, том, номер, страницы; для материалов конференций – 
фамилия и инициалы автора, название статьи, название конференции, город, изда-
тельство, год, страницы. 

К материалам статьи должна прилагаться следующая информация: фамилия, 
имя, отчество, ученая степень, звание и должность, место и юридический адрес работы 
(на русском и английском языках), e-mail, контактные телефоны (желательно сотовые). 

Плата с аспирантов за публикацию рукописей не взимается. Рукопись, полу-
ченная редакцией, не возвращается. Редакция оставляет за собой право проводить ре-
дакторскую и допечатную правку текстов статей, не изменяющую их основного смыс-
ла, без согласования с автором. 

Статьи, оформленные без соблюдения приведенных выше требований, 
к рассмотрению не принимаются. 
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Стоимость одного номера журнала –500 руб. 00 коп. 
Для оформления подписки через редакцию необходимо заполнить и отправить 

заявку в редакцию журнала: факс/тел. +7 (8412) 64-32-89. Е-mail: volgavuz@pnzgu.ru 
 

Подписку можно также оформить по объединенному каталогу «Пресса Рос-
сии» тематические разделы «Научно-технические издания. Известия РАН. Известия 
ВУЗов». Подписной индекс – 82413. 
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